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1. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ ДАННЫХ
1.1.Проблема обработки данных
Современное состояние человеческого общества характеризуется высоким развитием уровня техники, сложностью используемых технологических процессов, эффективностью различных видов связи и коммуникаций. Поэтому в целом состояние человеческого общества характеризуется наличием интенсивных потоков информации, которые воздействуют на составные части и элементы структуры человеческой цивилизации, и связывают их в единое целое. В 60-х годах XX века появился термин "информационный взрыв", смысл которого состоит в том, что бурное развитие техники, технологии и связи привело к необходимости обрабатывать информацию (или данные) такого большого объема и в такие ограниченные сроки по времени, что требуемая скорость переработки информации и принятия решений в ряде случаев оказалась на пределе человеческих возможностей.

С другой стороны, научный прогресс достиг стадии развития, когда фундаментальные естественнонаучные закономерности были открыты и исследованы, а новые взгляды на природу оказались столь сложны, что организация исследований и разработка теории стали решаться лишь на уровне больших исследовательских коллективов. Ярким примером служит кризис физической теории в начале XX века и последующее ее развитие.

С практическим применением ЭВМ возникла возможность в первую очередь резко ускорить процесс переработки информации. Это сразу перевело в разряд практических многие теоретические задачи, исследование которых ранее было просто невозможно из-за большого объема вычислений. Ориентация на вычисления с помощью ЭВМ дала толчок новому этапу в развитии различных разделов научной теории и, прежде всего, вычислительной математики. Использование ЭВМ позволило справиться не только с большим объемом вычислений, но и с большим объемом поступающих на простую обработку данных. Тем самым снималась угроза "информационного взрыва" и в обычной, ненаучной жизни человеческого общества.

В свою очередь, совершенствование математических методов обработки экспериментальных данных в направлении увеличения их объема и скорости их обработки с одной стороны, и все более сильная интеграция и взаимосвязь различных составных частей структуры человеческого общества с другой стороны, привели к использованию математических методов обработки данных не только в технических областях, но и в нетрадиционных сферах - медицине, биологии, экономике, экологии, социологии.

Возросшая сложность процессов в технике и технологии, сложность научных теорий и большая интенсивность информационных потоков в современном обществе привели к необходимости  учитывать как можно больше информации об изучаемом явлении для того, 

чтобы адекватно описать его с учетом всей совокупности взаимосвязей и мешающих                                                                    

 воздействий. Такая необходимость приводит к тому, что в ходе экспериментов приходится                                                                  

накапливать большие объемы информации или, другими словами, большие массивы данных, а также применять специальные методы их обработки. В связи с необходимостью обработки больших массивов экспериментальных данных исследователи обратили внимание на следующие обстоятельства, которым раньше просто не придавали значения.

Во-первых, экспериментальные данные, как правило, не содержат в явном виде информации о наиболее существенных свойствах изучаемого явления. Как правило, экспериментальные данные накапливаются при измерении некоторых величин на объекте исследования. В то же время наиболее существенные свойства изучаемого явления оказываются, как правило, его внутренними, глубинными характеристиками, недоступными для непосредственного измерения. Такие свойства принято называть факторами. Приведем классический пример.

В психологии при оценке уровня развития личности вычисляется так называемый коэффициент умственного развития (коэффициент интеллекта КИ). Очевидно, что КИ не является физической величиной, которую можно непосредственно измерить в ходе эксперимента. Поэтому испытуемый выполняет ряд тестов, во время которых фиксируются, т.е. измеряются, значения таких физических величин, как скорость реакции, правильность решения, оптимальность выбранного варианта и т.д. Совершенно очевидно, что совокупность таких значений, зафиксированных в ходе психологического эксперимента, лишь косвенным образом характеризует интеллектуальные возможности испытуемого. Для оценки КИ требуется теория, объясняющая зависимость его значения от измеренных величин и дающая формулу его вычисления.

В итоге оказалось, что такая ситуация характерна для исследований в самых разных областях человеческой деятельности. Более того, часто исследователю заранее даже неизвестно, каковы факторы, определяющие поведение изучаемого объекта. Следовательно, их надо выделить и объяснить зависимость их значений от экспериментальных данных.

Во-вторых, возникает вопрос о том, что является полезной информацией в большом массиве данных. Поэтому возникает необходимость в специальных процедурах формирования массива данных и его обработке с целью выделения полезной информации.

В-третьих, экспериментальные данные и результат их обработки могут иметь самое разное представление. Например, массив данных может иметь традиционный вид матрицы, или может быть представлен в виде графа или кривой. Тогда возникает необходимость либо преобразования в более традиционную форму, либо разработки специфических методов обработки. Часто результат исследования выражается не в виде численных значений существенных свойств изучаемого явления, а в виде информации о типах его возможных 

состояний. Таким образом, целью обработки является получение типологии. Отметим, что необходимость решения задач построения и анализа типологий самого разного вида привела к                                                                     

появлению, в отличие от традиционных методов обработки количественных данных, новых методов обработки качественных данных.

1.2. Матрица данных
Рассмотрим традиционный вид представления результатов эксперимента - матрицу данных. Пусть исследователь располагает совокупностью из N наблюдений над состоянием исследуемого явления. Пусть при этом явление описано набором из п характеристик, значения которых тем или иным способом измерены в ходе эксперимента. Данные характеристики носят название признаков, показателей или параметров. Такая информация представляется в виде двухмерной таблицы чисел Х размерности N х п или в виде матрицы X(N х п):
                                                                                        М атрица данных
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                                      объекты
Строки матрицы X соответствуют наблюдениям или, другими словами, объектам наблюдения. В качестве объектов наблюдения выступают, например, в социологии - респонденты (анкетируемые люди), в экономике - предприятия, виды продукции и т.д. Столбцы матрицы Х соответствуют признакам, характеризующим изучаемое явление. Как правило, это наиболее легко измеряемые характеристики объектов. Например, предприятие характеризуется численностью, стоимостью основных фондов, видом выпускаемой продукции и т.д. Очевидно, что элемент Хij представляет собой значение признака j, измеренное на объекте i. Часто матрица данных приводится к стандартной форме преобразованием
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В дальнейшем будем использовать для матрицы данных обозначение X, полагая, что это 

стандартизованная матрица, без дополнительного упоминания. Для пояснения заметим, что 

часто признаки, описывающие некоторый объект, имеют существенно различный физический смысл. Это приводит к тому, что величины в различных столбцах исходной матрицы трудно сопоставлять между собой, например, кг и м. Поэтому получение стандартизованной матрицы можно понимать как приведение всех признаков к некоторой единой условной физической величине, измеренной в одних и тех же условных единицах.

1.3. Гипотеза компактности и скрытых факторов
Рассмотрим n-мерное пространство, где оси координат соответствуют отдельным признакам матрицы данных X. Тогда каждую строку матрицы данных можно представить как вектор в этом пространстве. Следовательно, каждый из N объектов наблюдения представлен своей изображающей точкой в n-мерном пространстве признаков (Рис. 1.1).
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                                             Рис. I.I. Пространство признаков.

 Отметим, что в основе различных методов анализа матрицы данных лежит неформальное предположение, условно названное "гипотезой компактности". Предполагается, что объекты наблюдения в различной степени "похожи" друг на друга. Предполагается, что все множество большого числа объектов представимо в виде небольшого числа достаточно сильно различающихся подмножеств, внутри которых объекты наблюдения "сильно похожи". Например, сильно различающиеся подмножества характеризуют типы различных состоянии изучаемого явления, а похожие объекты внутри них являются зафиксированными состояниями явления, где разброс значений объясняется ошибками измерения, изменением условий эксперимента и т.д.

Такие компактные множества называются классами, кластерами, таксонами. При справедливости такой гипотезы задача обработки в наиболее общей формулировке неформально ставится как задача разбиения исходного множества объектов в признаковом 

пространстве на конечное число классов. Не вдаваясь глубоко в суть различных постановок задачи классификации, отметим следующие важные моменты.

Во-первых, при известном числе классов, как правило, требуется получить наиболее удаленные друг от друга в пространстве признаков компактные классы.

Во-вторых, часто число классов заранее неизвестно, поэтому нужно его определить,                             

исходя из априорных соображений, или, пробуя разные варианты разбиения на классы.

В-третьих, важно, чтобы результат разбиения был устойчивым. Например, методы, используемые в одном из направлений обработки данных - кластер-анализе - могут порождать различные разбиения для небольших изменений матрицы данных. Так, если в исходную матрицу добавить новые объекты, то результат кластеризации изменится. Если он изменится незначительно по составу кластеров, удаленности кластеров друг от друга, их размеру в пространстве, то результат можно считать устойчивым.

В-четвертых, другие методы классификации, например, в распознавании образов, направлены не на получение таксономии (перечисление принадлежности объектов каждому из классов), а на получение способа определять класс каждого добавляемого к матрице данных объекта. Данный метод реализуется в виде так называемого решающего правила. Оно представляет собой функцию g(x), принимающую значения на конечном множестве из т классов {1,…m}. Тогда при предъявлении объекта хi, решающая функция примет значение g{x)i .

Заметим, что разбиение объектов наблюдения на классы означает разделение матрицы данных на горизонтальные полосы, т.е. перегруппировку строк матрицы так, что внутри каждой из групп строк объекты принадлежат одному классу и не принадлежат другим классам.

С другой стороны, можно рассмотреть N-мерное пространство, оси которого соответствуют отдельным объектам. Тогда каждый столбец Хj матрицы Х представляет собой вектор в данном пространстве, а вся матрица - совокупность п векторов (Рис. 1.2).
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Рис. 1.2. Пространство объектов.
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Такое пространство называется пространством объектов. В нем все векторы Xj   одинаковы по длине, вычисляемой как евклидова норма 

Тогда характеристикой  близости признаков Xi и Xj  в таком пространстве служит близость направлений их векторов, измеряемая соsij, где ij  - угол между ними. В этом смысле векторы близки, если угол между ними близок к нулю или к 1800 , и, следовательно, косинус угла близок по модулю к единице. Равенство соs ij   по модулю единице означает совпадение векторов и линейную связь, так как в стандартизованной матрице данных значения по одному признаку в точности соответствуют значениям по другому признаку, или совпадение векторов с точностью до наоборот, то есть противоположные направления, и, следовательно, также линейную связь. Тогда перпендикулярные векторы и нулевое значение косинуса угла между ними соответствуют наиболее далеким признакам. В этом случае можно предположить противоположную ситуацию, когда признаки наименее зависимы друг от друга - линейно независимы.

Из теории вероятностей и математической статистики известно, что линейная связь между двумя переменными характеризуется коэффициентом корреляции. Случаю двух переменных, где значения каждой из них представлены в виде ряда наблюдений, соответствует выбор двух столбцов и Хj =(X1j,... XNj )Т  в матрице данных. Коэффициент корреляции есть просто скалярное произведение двух векторов признаков в пространстве объектов, нормированное к их длине, то есть просто косинус угла между стандартизованными векторами:
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В статистическом смысле корреляционная связь означает, что значения одного признака имеют тенденцию изменяться синхронно значениям другого признака. Отсутствие связи означает, что изменение значений одного признака никак не сказывается на изменении значений другого признака. Такие признаки считаются статистически независимыми и, в частности, при отсутствии корреляционной связи, линейно независимыми.

Отметим, что в основе понятия о взаимосвязи между признаками лежит неформальное предположение, условно названное "гипотезой скрытых факторов". А именно, предполагается, 

что состояние некоторого изучаемого явления определяется "скрытым", "существенным" фактором, который нельзя измерить непосредственно. Можно лишь измерить набор некоторых других признаков, косвенно отражающих состояние скрытого фактора. Предполагается также, что множество скрытых факторов невелико и значительно меньше набора измеряемых признаков. Тогда группа признаков, испытывающая преимущественное влияние некоторого из факторов, будет более или менее синхронно изменять свои значения при изменении состояния этого скрытого фактора. Чем сильнее влияние скрытого фактора, тем синхроннее меняют свои значения признаки, тем сильнее связь.

В пространстве объектов это означает, что векторы признаков образуют достаточно компактную группу, в которой пучок направлений векторов можно охватить некоторым выпуклым конусом с острой вершиной в начале координат.

При справедливости гипотезы о факторах, задача обработки в наиболее общей формулировке неформально ставится как задача выделения конечного числа групп наиболее сильно связанных между собой признаков и построения для каждой из них (либо выбора среди них) одного, наиболее сильно связанного с ними (наиболее близкого к ним) признака, который считается фактором данной группы. Успешное решение такой задачи означает, что в основе сложных взаимосвязей между внешними признаками лежит относительно более простая скрытая структура, отражающая наиболее характерные и часто повторяющиеся взаимосвязи. Отметим следующие важные моменты.

Во-первых, различные методы выделения скрытых факторов объединены в группу методов - факторный анализ. Сюда же многие исследователи относят и метод главных компонент.

Во-вторых, существенным в этих методах является то, что число найденных факторов k должно быть много меньше числа признаков п, а найденные факторы должны быть как можно более ортогональны друг другу.

В-третьих, как правило, система факторов должна быть ориентирована так, чтобы факторы были упорядочены по масштабу разброса значений объектов на их осях. В статистических терминах это означает, что факторы должны быть упорядочены по дисперсии объектов на их осях. Необходимость получения именно такой конфигурации объясняется следующим обстоятельством. Возьмем в пространстве факторов главный фактор - фактор с наибольшей дисперсией объектов по его оси. Очевидно, что чем больше дисперсия значений объектов по его оси, тем легче выделить локальные сгущения значений и интерпретировать их как группы похожих объектов, то есть классифицировать их. Такое же предположение применимо и к оставшимся факторам. Если система факторов ортогональна или близка к ней, то факторы считаются независимыми. Тогда разброс значений по оси каждого из факторов можно объяснить влиянием только этого фактора.

1.4. Структура матрицы данных и задачи обработки
При справедливости гипотез компактности и скрытых факторов матрица данных обладает определенной структурой. Поэтому задача обработки может рассматриваться как задача выделения некоторой структуры в матрице данных. Рассмотрим основные задачи и соответствующие им структуры матрицы данных.

Во-первых, задача обработки может состоять в получении классификации в многомерном пространстве признаков и содержательной интерпретации классов. Решение такой задачи соответствует разделению матрицы данных на горизонтальные полосы - классы похожих объектов (Рис. 1.4).
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Рис. 1.4. Классификация объектов.

Во-вторых, задача обработки может состоять в получении групп сильно связанных признаков и содержательной их интерпретации в терминах признаков, входящих в группу, или одного фактора, представляющего всю грушу. Решение такой задачи соответствует разделению матрицы данных на вертикальные полосы - группы сильно связанных признаков (Рис. 1.5).
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Рис.1.5. Группировка признаков.

 В-третьих, так как фактор представляет группу признаков, то можно сократить исходную матрицу X, используя в дальнейшем в качестве признаков только найденные факторы. Тем самым уменьшается размерность признакового пространства, трудоемкость построения классификации и улучшается возможность получения более прозрачной интерпретации. Решение такой задачи соответствует сокращению числа столбцов матрицы, так как вместо каждой группы столбцов, составляющих вертикальную полосу, остается только один столбец. Особенно интересен случай, когда число факторов не превышает трех. В таком случае матрица данных допускает непосредственную визуализацию в пространстве соответствующей размерности (Рис. 1.6).        
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Рис. 1.6. Сокращение размерности пространства
В-четвертых, одновременное решение задач классификации и группировки признаков позволяет получить так называемую типологию (Рис. 1.7).
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                       Рис. 1.7. Типология объектов.

 Типология может быть использована для эффективного сокращения описания исходных данных, при котором сохраняются лишь наиболее существенные качественные свойства информации, заключенной в матрице данных. Сокращенное описание объекта может состоять в указании номера группы признаков и номера класса в данной группе. Например, объект х, имеет описание [(1, 2),(2, 2),(3, 2)]. Такое описание можно рассматривать как фразу некоторого условного языка, состоящего из двух типов слов, где слово первого типа определяет название (номер) группы признаков, а слово второго типа - название (номер) класса в группе. Поэтому методы построения такого описания часто называются лингвистическими. Решение такой задачи соответствует разбиению матрицы данных на подматрицы, где каждая из них соответствует одному классу объектов в одной группе признаков. Так как  класс включает в себя близкие объекты, а группа признаков - близкие (сильно связанные) признаки, то дисперсия элементов подматрицы, вообще говоря, мала. Именно поэтому с помощью номера группы и номера класса можно с большой точностью описывать всю информацию в подматрице, например, средние значения всех признаков данной группы.

На основе типологии можно осуществить, например, контроль исходных данных. А именно, можно заполнить пропуски значений признаков по некоторым объектам или исключить явно аномальные объекты - мусор (ошибки измерения, искажения и т.д.). Первая возможность основана на заполнении пропущенных значений средними по подматрице, а вторая - на сравнении значений со средними по подматрице, как с наиболее правдоподобными значениями.

Мы рассмотрели только некоторые виды структур и их содержательную интерпретацию. Очевидно, что можно придумать другие способы разбиения матрицы данных на подматрицы и дать им соответствующую содержательную интерпретацию. В общем же случае задача обработки может ставиться как общая задача выделения блочной структуры матрицы данных и ее содержательной интерпретации. Под блоком понимается подматрица матрицы данных, объединяющая группу близких объектов и группу сильно связанных на этих объектах признаков. Очевидно, что блочная структура может быть пересекающейся или непересекающейся, а также покрывать или не покрывать всю матрицу данных.

1.5. Матрица объект – объект и признак – признак, расстояние и близость
Пусть имеется матрица данных X(N х п). Если рассматривать строки  данной матрицы как N векторов xi, в пространстве п признаков, то естественно рассмотреть расстояние между двумя некоторыми векторами. Расстояния между всевозможными парами векторов дают матрицу  R(N x N) расстояний типа объект - объект.

Напомним, что метрикой или расстоянием между векторами в пространстве признаков 

называется некоторая величина d, удовлетворяющая следующим условиям: 
1.d(x1, x2)>0, d(x1, x1)=0 ;

2. d(x1, x2)= d(x2, x1)

3. d(x1, x2)+ d(x2, x3) d(x1, x3) (неравенство треугольника).
Таким образом, матрица расстояний является симметричной с нулевой главной диагональю. Существуют различные метрики, но наиболее известной вообще и наиболее применяемой в обработке данных, в частности, является евклидова метрика
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Часто используется линейная метрика вида
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Применение линейной метрики оправдано, когда расстояние определяется как расстояние между домами в городе по кварталам, а не напрямик. Возможны и другие виды расстояний.

Часто рассматривается величина, обратная в некотором смысле расстоянию - близость. На практике часто используют функции близости вида
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где   определяет крутизну функции близости. Очевидно, что матрица близостей также является симметричной с единичной главной диагональю, так как (x1, x1)= 1.

Если рассмотреть признаки как п векторов в N-мерном пространстве объектов, то получим другое преобразование матрицы данных в матрицу R(n х п) типа признак - признак. Элементом rij такой матрицы является значение расстояния или близости между признаками Xi и Xj. Наиболее распространено представление в виде матрицы близостей между признаками, где под близостью понимается, например, корреляция соответствующих признаков.

Легко заметить, что содержательные задачи на матрице данных X(N х n) интерпретируются на квадратных матрицах R(N х N) и R(n х п) как выделение блочно - диагональной структуры путем одновременной перегруппировки строк и столбцов. Тогда в каждом диагональном блоке группируются элементы, близкие в соответствующем пространстве и далекие от элементов других блоков. Такая задача группировки известна как задача диагонализации матрицы связей (Рис. 1.8). Задача о диагонализации матрицы связей является наиболее общей для матриц связей произвольной природы. Особенно интересным является случай, когда матрица связей является корреляционной матрицей. Именно для этого случая разработаны и широко применяются на практике специальные алгоритмы, известные как алгоритмы экстремальной группировки признаков (параметров).
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                                         Рис. 1.8.Диагонализация матрицы связей.

1.6. Измерение признаков
Мы рассмотрели представление данных в виде матрицы объект-признак. Зададимся вопросом о том, как была получена матрица данных. Очевидно, что данные были получены в ходе эксперимента. Под экспериментом обычно понимают анкетирование в социологии; измерение характеристик некоторого процесса в промышленности; измерения, проводимые на специальной установке в научном исследовании; выявление мнения экспертов по некоторой проблеме (экспертиза) и т.д.

Таким образом, данные получают в результате измерения некоторых свойств объектов. Для того, чтобы провести измерение, должны присутствовать собственно объекты с интересующими нас физическими свойствами и измерительное устройство. Заметим, что объекты обладают обычно самыми разными свойствами. В результате измерения фиксируются только некоторые свойства объекта и не учитываются многие другие. Следовательно, в матрице данных содержится заведомо неполная информация об объектах исследования.

Например, объекты могут оказаться эквивалентными по весу или длине, если значения таких характеристик присутствуют в матрице данных как значения соответствующих признаков. Те же объекты могут оказаться совершенно различными по цвету или форме. Но это различие никак не отразится на результатах обработки, если эти свойства не были представлены в матрице данных в виде значений соответствующих признаков.

Под измерительным устройством может пониматься не только некоторый прибор, но и человек, например, респондент, отвечающий на вопросы некоторой анкеты. Важно, чтобы измерительное устройство было способно изменить свое состояние в ответ на изменение состояния объекта. Очевидно, что измеряющая способность устройства зависит от того, насколько структурированы свойства объектов.

Простейшая структурированность свойств объектов позволяет судить о совпадении или различии состояний. Для представления такой довольно грубой структуры не обязательно использовать числа, так как словами можно легко обозначить факт простого совпадения состояний или их различия. Таким образом, язык можно использовать для выражения классификационных понятий, совокупность которых образует шкалу наименований или номинальную шкалу.

Во многих случаях структурированность свойств выражается естественным упорядочением различающихся состояний, например, по степени проявления некоторого свойства. В этих случаях язык можно использовать для формирования довольно грубой шкалы порядка. Например, различие может выражаться с помощью сравнительных понятий типа "горячий - теплый - холодный- ледяной". Очевидно, что очень важно точно описать структуру измеряемых свойств. Лингвистическое - с помощью языка - различение близких проявлений свойств и их упорядоченности часто слишком грубо, поэтому требуются более тонкие градации. Возможность более тонких измерений предоставляется при использовании действительных чисел вместо слов. Таким образом, признаки, значения которых измеряются в шкалах наименований или порядка, называются качественными. Признаки, значения которых измеряются в числовых, то есть количественных шкалах, называются количественными.

1.7. Основные типы шкал
Тип шкалы определяется типом преобразований, с помощью которых одна числовая система, соответствующая данной эмпирической системе, переводится в другую числовую систему, также соответствующую данной эмпирической системе.

К числу преобразований, характеризующих основные типы шкал, относятся: тождественное, подобия, сдвига, линейное, монотонное и взаимнооднозначное. Чем меньше множество числовых систем, в которые гомоморфно отображается данная эмпирическая система, тем мощнее шкала, в которой она измеряется, по набору допустимых операций над ее числовыми значениями.

Наименее мощным типом шкалы является номинальная шкала. Очевидно, что эмпирическая система с отношением эквивалентности измерима в номинальной шкале. Измерение признака в номинальной шкале состоит в разбиении объектов на классы эквивалентности, где объектам одного класса соответствует одно число. В номинальной шкале значения числовой системы UZ определены с точностью до взаимно - однозначного преобразования (x), где x- исходное числовое значение. Это означает, что k различным значениям xij{1,…k} компоненты i признака Xj можно поставить в соответствие k произвольных различных значений ( xij ){(1),(2),…(k)}.

Более мощной является порядковая шкала. Можно доказать, что эмпирическая система с отношением линейного порядка измерима в порядковой шкале. Числовые системы, в которые гомоморфно отображается эмпирическая система с отношением линейного порядка, должны сохранять порядок на множестве объектов, соответствующий их ранжированию. В порядковой шкале значения числовой системы определены с точностью до монотонных преобразований.

Следующая шкала уже относится к количественному типу - шкала интервалов. В такой шкале значения числовой системы измеряются с точностью до линейного преобразования вида (x)=x+ > 0. В шкале интервалов сохраняется отношение разности численных значений. Действительно, пусть объектам a1, a2, a3, a4 в некоторой числовой системе соответствуют значения f(a1)= x11, f(a2)= x21, f(a3)= x31, f(a4)= x41 ,то есть измерен признак X1=(x11, x21, x31, x41)Т . Пусть в другой числовой системе измерен признак (X1) == (x11x21x31x41)Т . Тогда получим

[image: image16.wmf]j

j

j

j

a

a

b

b

a

a

b

b

(

)

(

)

(

)

(

)

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

11

21

31

41

11

21

31

41

11

21

31

41

-

-

×

-

×

+

-

×

-

×

+

-

-

-

=

=


Примером измерения в шкале интервалов является значение температуры по шкалам Цель-

сия, Кельвина, Фаренгейта.
      Следующая количественная шкала - шкала отношений. В такой шкале значения числовой системы измеряются с точностью до преобразования подобия вида x = x,  > 0. В такой шкале сохраняются отношения численных значений. Действительно, пусть объектам a1 и a2 соответствуют значения f(a1) =x11 и f(a2) =x21 в одной числовой системе и значения  f(a1)  и  f(a2)в другой числовой системе, то есть значениям признака  X1= (x11,x21)Т соответствуют значения признака Ф(X1) = (x11),x21))Т . Тогда получим
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Измерениями в шкале отношений являются измерения веса, длины и прочих именованных величин, характеризующихся масштабом.

Наиболее мощной является абсолютная шкала. В ней значения числовой системы                  определяются с точностью до тождественного преобразования x)= x. Результаты измерения в абсолютной шкале определяются однозначно, например, число стульев, количество рабочих. Любое преобразование, кроме тождественного, исказит эти измерения и приведет к неправильным данным.

2. КЛАССИФИКАЦИЯ ДАННЫХ.
2.1. Постановка задачи 

Рассматриваем матрицу данных:
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           классы

Мы должны каким-то образом разбить ее на классы. Эквивалентом термина классификация является  распознавание образов.                                                
Методы  классификации  используются для распознавания:    

· изображений;
· речи;
· букв;     
Классификация данных: предполагается, что есть объект, описанный набором признаков:
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в  конечномерном пространстве Rn (можно решать задачу и в бесконечно-мерном  пространстве , например, используя в качестве признаков коэффициенты ряда Фурье)
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Множество классов D представляет собой перечень возможных классов
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 определяют совокупность классов  
[image: image23.wmf]m

X

X

X

,...,

,

2

1

.
Возможны следующие варианты:   
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, то есть все задачи будем рассматривать в 
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Можно предполагать, что  
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 , то есть множества классов не пересекаются,  такую задачу мы хотим иметь, но чаще всего это не наблюдается.


                                           

Часто имеет   место 
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,   -это относится скорее к детерминированной модели, когда множество классов не покрывает все пространство 
Если  
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  - такая ситуация тоже может быть, то есть признаки покрывают все пространство.

Для каждого 
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 мы должны найти некоторое di, которое определяется следующим образом:  
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. Задача состоит в построении такой функции 
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 и определении di. Решение может быть однозначным или неоднозначным. Такая функция называется решающей. 
Можно сформулировать  следующую задачу: найти обратную функцию, порождающую для каждого  номера (названия) соответствующее множество: 
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Эта функция  должна порождать  множество 
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, которое соответствует определению
класса di.. Идеальный вариант, когда выполнено следующее:
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, то есть совпадает с истинным  множеством  класса, но чаще всего это не наблюдается.

Решающая функция                x2 

[image: image38.wmf]c

bx

ax

x

f

+

+

=

2

1

)

(

 

                                                                                       x1

Задача состоит в построении решающих функции.

Термин обучение заключается в следующем: есть обучающие выборки


[image: image39.wmf]1

..

1

1

1

}

{

M

i

i

об

x

x

=

=

,…,
[image: image40.wmf]j

M

i

j

i

об

j

x

x

..

1

}

{

=

=

,…,
[image: image41.wmf]m

M

i

m

i

об

m

x

x

..

1

}

{

=

=


то есть мы располагаем некоторыми конечными множествами. Предварительно мы знаем, куда относится какой-либо объект, нам нужно построить конкретную решающую функцию из 
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(то есть дает определенное решение).

Типы решающих функций:

1) Разбиение на 2 класса


[image: image44.wmf]î

í

ì

£

>

0

)

(

0

)

(

x

f

x

f

     
[image: image45.wmf]2

1

x

x

x

x

Î

Î


2) Если классов много, можно строить следующую функцию:

m – число классов
fi(x)     i = 1..m
можно построить m решающих функций и решение принимает следующий вид:


                                                                                       Гауссовские  функции

То есть каждому классу сопоставляется Гауссовская функция.
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  Функции второго типа очень просто переходят в функции первого типа.
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                                                                      пустая область
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Введем понятие границы между классами.

Граница между двумя классами определяется решающей функцией, разделяющей два этих класса  fij(x)=0, соответственно:

 f12(x)=0;
f23(x)=0;
f13(x)=0;
1-й класс может быть выбран следующим образом: очерчен на рис.(см. выше) жирной линией.
Оптимизационная задача
Наша задача заключается в том, чтобы построить класс функций, которые удовлетворяют некоторым критериям. Критериями могут быть

А) средние ошибки в результате классификации

Б) средний риск

В) получение  на некотором множестве минимальное количество ошибок

  Если имеется  
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функционал качества, то решается  задача – минимизировать функционал качества, то есть найти  
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  Пусть f – функция определенного вида:  
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f можно задать параметрически и соответственно функционал качества имеет вид 
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Таким образом, задача оптимизации сводится к поиску 
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Существует много видов решения задач минимизации: градиентного спуска и т.д.

Существуют следующие виды параметрических функций f:

1. Линейные
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весовой вектор,  
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a) Простейшее решение в случаях двух классов выглядит так:
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b) Многоклассовая задача. Пусть есть M классов.      Строим 
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 - попарные разделяющие функции. 
Количество функций:

1. Попарное разделение                                        
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    Для Рис2.1 имеем:
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                       Рис 2.1
2.  Оптимальное решение: функции типа “один от всех”
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Такое  разделение  сделать гораздо проще,
Хотя не всегда можно, так как появляются
области неопределенности.
Например, область O  вообще никуда не

относится. Это область неопределенности. 
d3;1,2
2. Нелинейные решающие функции
Введем понятие обобщенной линейная  решающей функция 
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Пусть размерность пространства  равна n, тогда можно построить:
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  - это нелинейная функция
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  - обобщенная линейная функция.

Возьмем 
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 - это обобщенная квадратичная форма;

A – Некоторая симметрическая матрица.

[image: image84.wmf])

(

x

d

можно разложить по компонентам, тогда:

[image: image85.wmf]å

å

å

=

=

+

=

+

+

=

n

i

n

j

n

n

i

i

i

j

i

ij

x

x

x

a

x

d

1

1

1

1

)

(

w

w

.
Можно  
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В пространстве с координатами 
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 решающая функция  будет линейной функцией.

                                        

                                                        Рис. 2.3 

    На рис 2.3 показаны классы, которые в исходном пространстве не делятся  линейными решающими функциями,  но можно сделать линейное разделение  обобщенными линейными функциями, в пространстве с координатами , определяемыми коэффициентами квадратичной формы.
 Таким образом,  если в исходном  n-мерном пространстве построить линейные решающие функции нельзя, то при  переходе в пространство размерности k>n вероятность построения линейных решающих функций увеличивается.

2.2. Статистические методы классификации
Исходные позиции: наши данные могут быть описаны с помощью вероятностных методов.

Существует 2 подхода:

1. априорно знаем статистические распределения данных.

2. априорно не знаем статистические распределения, а известны таблицы данных и выборки из этих статистических распределений.

2.2.1. Постановка задачи классификации как статистической задачи при известных вероятностных распределениях.

Пусть имеется генеральная совокупность 
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Вероятностные распределения заданы априорно.

Пусть 
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  (может быть такое)

Наша задача – разбиение исходного пространства X на области 
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мы требуем, чтобы 
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Цель: разбить 
[image: image95.wmf]X

  на области так, чтобы:
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Нам надо задать следующее:

1.  Условные  по классам  функции распределения
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2. 
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-априорная вероятность появления объекта из соответствующего класса
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3. Критерии качества, связанные с ошибками и стоимостями ошибок.

                                                     Генеральная совокупность

	решения
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Стоимости принятия решений:
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C(1/1)=C(2/2)=0  - правильное решение;
На рис 2.4 показаны условные плотности распределения по классам и граница решения .



                                      Рис. 2.4. 
Вероятность принятия неправильного решения определяются таким образом:
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 Таким образом заданы:
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   генеральные совокупности;
Условные плотности и априорные вероятности.
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Стоимости ошибок:
    С(1/2)  и С(2/1) 


[image: image113.wmf]
Задача состоит в разбиении  пространства  X на классы множества  X1  и X2, соответствующие заданным классам. Рассмотрим эту задачу как оптимизационную с точки зрения минимизации среднего риска принятия неправильного решения. 
Введем функционал качества как  оценку   среднего риска: 
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  - это общие средние потери при принятии     решения.                 
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Требуется  найти такое разбиение пространства , которое дает 
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 - эту величину нужно определить для решения нашей задачи.


[image: image117.wmf]ò

ò

+

=

2

1

)

(

)

2

/

1

(

)

(

)

1

/

2

(

2

2

1

1

X

X

dx

x

f

q

C

dx

x

f

q

C

Q


Заменим 
[image: image118.wmf]
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  (на интеграл по области X1)  и приведем к более простой форме:
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Обозначим    (*)=
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Данное выражение необходимо минимизировать при помощи выбора области 
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Область 
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определяют таким образом, чтобы выражение (*) было 
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далее мы получаем следующее выражение для минимального риска:
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  , то есть получаем, что 
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 относится к   генеральной совокупности 
[image: image132.wmf]1

П


Область 
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 имеет следующий вид:
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Это правило для полного байесовского риска.
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 - эта функция называется отношением правдоподобия.

Введем порог:   
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, тогда решающее правило принимает вид:
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Часто априорные вероятности неизвестны и их нужно как-то оценить.

Стоимость ошибки – величина субъективная.

Когда ошибки не заданы, мы можем построить более простое решающее правило на основе теоремы Байеса 


[image: image142.wmf])

,

(

i

П

x

f

  - совместная функция распределения

  По теореме Байеса,  можно разложить совместную плотность распределения:
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Из данного разложения мы можем получить:
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  - это апостериорная вероятность того, что 
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[image: image147.wmf]i
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 - априорная вероятность
Чтобы использовать  данное правило необходимо вычислить безусловную плотность вероятности
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  . Легко показать , что она имеет вид 
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  ( это результат интегрирования)
     Отсюда следует, что правило принятия решения сводится к нахождению:
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То есть номер класса равен:
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   Для  
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 (случай двух классов),  правило решения принимает вид:
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Таким образом, мы получили отношение правдоподобия:
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разница с предыдущим случаем  в том, что из этого решения исчезла стоимость ошибок. Здесь ошибки находятся в следующем соотношении:

C(2/1) = C(1/2) - они равны.

 Следовательно, нами получен  метод принятия решений,  основанный  на вычислении апостериорных вероятностей
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2.2.2. Построение классификации для нормального распределения.

Классификация объекта для двух нормальных распределений с равными матрицами ковариации и разными математическими ожиданиями: 

[image: image159.wmf])

,

(

S

i

M

N

, 
[image: image160.wmf]2

,

1

=

i





[image: image161.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

-

S

-

-

S

=

-

)

(

)

(

2

1

exp

|

|

)

2

(

1

)

(

1

2

/

1

2

/

M

x

M

x

x

f

T

n

p



[image: image162.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

n

x

x

x

.

.

.

1

    
[image: image163.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

n

M

M

M

.

.

.

1

r

   
[image: image164.wmf]{

}

x

M

M

r

r

=



[image: image165.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

S

nn

n

n

s

s

s

s

s

s

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

1

22

1

12

11

  ,   матрица ковариации
где  
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 ковариация  компонент i  и j;
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Матрица может быть определена следующим образом:
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Если взять f(x) = const и выбрать const  таким образом, чтобы она была маленькой, то 
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  - определяет эллипсы в многомерном пространстве, дающие описание 

многомерной плотности с помощью   линий равной  плотности вероятности.

    Вопрос в том, как найти правильное C для   многомерного случая?

Как строится правило  решения для классификации двух классов? 

Предполагается, что есть 2 класса.
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где    К- порог.

Решение строится на основе функции правдоподобия:
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 для удобства работы прологарифмируем:
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Преобразовав выражение, получим правило в следующем виде:
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  - это уравнение линейной дискриминантной функции, полученной на основе Байесовского решающего правила.
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Для дальнейшего анализа будем считать:
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 - простейшая дискриминантная функция

Пусть 
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[image: image184]
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W – весовой вектор

Области классов представляют собой  сферы. Положение этой плоскости  определяется вектором W. Решающая плоскость перпендикулярна вектору 
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Уравнение решающей плоскости:
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Утверждение:

Для данной решающей функции вектор 
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Таким образом, в случаях 

a) 
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решение выглядит следующим образом:
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 Рассмотрим случай, когда матрица не является единичной: нужно получить уравнение для решающей функции:

                                                                  2.2.3.Числовые примеры 

Вариант 1
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Вариант 2
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Решение варианта 1:
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Решение варианта 2:
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Найдем уравнение эллипса равной плотности вероятностей для варианта 2.
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в общем виде:
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соответственно полуоси:
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2.2.4. Оценка качества классификации


Рассмотрим  случайную величину 
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, являющейся значением решающей функции.  Решение принимается сравнением U с порогом
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[image: image222.wmf]В исходной постановке задачи  мы рассматривали многомерное пространство:
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[image: image225.wmf]
Так как решение принимается на основе одномерной величины U, то можно считать, что 
задача классификации сводится к редукции пространства, то есть от n-мерного пространства мы переходим к пространству 
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[image: image227.wmf]Что мы имеем: в исходно пространстве условные плотности – многомерные нормальные распределения:
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А в редуцированном пространстве переходим к одномерным  условным нормальным распределения величины U.   
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то есть каждому многомерному распределению соответствует одномерное.
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- это пороговое значение, то есть проблему принятия решения мы сводим к одномерной задаче. Ошибки классификации могут быть определены через распределения U.
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Прямое вычисление ошибок в многомерном пространстве  приводит к техническим трудностям, поэтому и  применяется редукция пространства.

Основная задача состоит в поиске распределений  плотности вероятностей значений решающей  функции 
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в конечном итоге, это линейная комбинация нормально распределенных величин, она сама – нормальная величина. Найдем  условные математические ожидании и дисперсии U по классам
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, где
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   - расстояние Махаланобиса.

Аналогично мы должны посчитать 
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Мы нашли математические ожидания ошибок.

Следующая задача состоит в нахождении дисперсий данной величины:
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В предположении равенства матриц ковариации в исходном пространстве, получаем, что дисперсии U также равны по классам.
Здесь вывод достаточно длинный. Так как матрицы ковариации одинаковые, то можно сделать следующий вывод:
DU1 = DU2
M{(V - MV)2} = M{(V - MV)T(V - MV)} 

D = (M1 - M2)Т(-1(M1 - M2) = ( = (2 ,

где ( - расстояние Махаланобиса.

U может принадлежать двум нормальным распределениям:

U1 ( N(
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Эти распределения представлены на рисунке.
	[image: image244.png]



	MU1 = 
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( - это не что иное, как обобщенное расстояние между классами в N-мерном пространстве.

( = (M1 - M2)T (-1(M1-M2)

Смысл этого расстояния довольно простой:

Если ( = I, то 

( = (M1 - M2)T(M1 - M2) = 
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(M1i - M2i)2 = ║M1 - M2║2 = d2
Если матрица диагональная, но с разными (, то:
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 - сумма взвешенных расстояний по каждой координате
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( хорошо описывает статистическую природу данных.

( = XT (-1(M1 - M2) - 
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(n2 = (
Нужно построить вероятности ошибок классификации.

	
	

	              U ( C
      C = ln K                K =
	q2C(1|2)

	
	q1C(2|1)

	
	


                                               N(
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                      P = q1 P(2|1) + q2 P(1|2)  - вероятность полной ошибки

                         P(2|1) = 
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 EMBED Equation.3  [image: image278.wmf]2

t

2

e

-

dt = 

       = 1 - Ф(
[image: image279.wmf]a

a

2

C

+

),  где  Ф(x) – интеграл ошибок Гаусса.   
Полная ошибка распишется следующим образом:

Pош = q1 Ф(
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Рассмотрим свойства полной ошибки:

C = ln K = ln 
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Так как Ф(-х) = 1 – Ф(х).

Вернемся к рассмотрению (:
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Пусть  
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( = (M1 - M2)T (-1(M1-M2) = 
[image: image290.wmf]å

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

n

 

1

  

 

i

 

2

2

1

i

i

i

M

M

s


Если (i2 = 1, тогда ( = 
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(M1i - M2i)2 = d2
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Ошибка зависит от обобщенного расстояния d2, чем больше d2, тем меньше ошибка (так как расстояние между распределениями увеличивается).

	M1i - M2i
	 = (
	 - это взвешенное нормальное распределение

	   (i
	
	


Если ( = const, тогда ( будет представлять собой следующее:

( = 
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Пусть мы хотим сделать вероятность ошибки 0,005 = 0,5%.

Pош = 1 – Ф(x), где х = 
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По таблице можно найти данную величину:
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( = 0.1 – это означает, что классы сильно пересекаются.

n = [
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Подбирая размерность пространства всегда можно добиться уменьшения ошибок (с ростом размерности ошибка падает).
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2.2.5.  Классификация на основе оценки апостериорной вероятности 
  Как было показано ранее решение о классе может быть принято на основе оценки апостериорной вероятности, рассчитанной по теореме Байеса и выбора максимальной вероятности. 
f((i|X) = 
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в результате у нас остается следующее выражение:    
                            f(X|(i) =   
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 не зависит от номера класса, так как рассматривается случай равных матриц ковариации, получаем выражение 
                                f((i|x) = 
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        Решение  о классе объекта ищется в виде нахождения максимума:

                                       max (i(x)
или 
imax = argmax (i
                                           i
2.2.6. Классификация двух нормальных распределений с неравными матрицами ковариации

Рассмотрим построение статистической решающей функции при условии    (1 ( (2 ,     и заданных математических ожиданиях классов  M1 , M2  .
  Построим  ((X) = 
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где K – известное отношение

    K = 
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Логарифмируем отношение правдоподобие:
ln 
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После приведения к общему виду получаем следующую запись:

((X) = 
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Если выполняется случай (1 = (2 = (, тогда получаем выражение полученное ранее :

XT (-1 (M1 – M2) - 
[image: image337.wmf]2
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В этом случае мы имеем линейную дискриминацию.

При (1 ( (2 дискриминантная функция нелинейная.
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Разделяющая поверхность будет определяться уравнением U(x)=0.

Рассмотрим случай, когда M1 = M2 = 0
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В данном случае линии равной плотности выглядят таким образом.


Пусть K = 1, q1 = q2 ( ln K = 0, C(2|1) = C(1|2)
U(X) = 
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Теперь подставим заготовки в общую формулу.
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	- таким образом, разделяющаяся поверхность здесь выглядит очень просто



                                                         разделяющая поверхность

В одномерном случае это выглядит следующим образом:

[image: image352.png]



2.2.7. Классификация нормально распределенных векторов при неизвестных параметрах распределения

Основная задача при построении статистических решающих правил – нахождение оценок вероятностных распределений классов. Для этого можно использовать принципы обучения, основанные на использовании обучающих множеств, состоящих из  конечного набора объектов каждого класса.   В случае нормального распределения задача сводится к оценке векторов   математических ожиданий классов и матриц ковариации. 
X ( N(M,() (
(i – Xj = {xi}i = 1,..., Ni    j = 1...m
	Mj = 
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 EMBED Equation.3  [image: image354.wmf]å
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Часто множество Xj называют обучающим множеством.

Для m классов мы должны получить оценки максимального правдоподобия. Известно, что оценка МП для математического ожидания нормально распределенного вектора является средним арифметическим по обучающему множеству, а соответственно оценка матрицы ковариации имеет вид, приведенный в таблице. Соответственно для случая равных матриц ковариации нужно получить усредненную по классам оценку.
( = M{(
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	- оценка для каждого класса
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	- взвешенная оценка


Линейное решающее правило на основе полученных оценок  выглядит следующим образом:

U(X) = 
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Часто используются рекуррентные оценки, когда данные получаются не сразу, а последовательно по мере поступления во времени. 
Рекуррентная оценка строится следующим образом:

N-шаг рекуррентного алгоритма есть оценка на N-ом шаге тогда:

  Пусть для шага N имеем оценку( 
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Несколько сложнее получается рекуррентная оценка ковариационной матрицы  (:

(= E[(X - M)( X - M)T] = E{XX T} - MMT    - это определение ковариационной матрицы, 
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(N)T   - это оценка, полученная по N векторам.
Здесь по аналогии с математическим ожиданием можно получить следующее выражение:
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Реккурентные оценки  часто применяется в системах реального времени.

2.2.8. Задача статистической классификации для количества классов больше 2

Как ставится задача классификации, когда у нас имеется m классов: (1, (2, ... (m ?
Имеем:
C(j|i) – стоимость ошибки, когда принимается решение (j, а наблюдается (i. 
P(j|i) = 
[image: image397.wmf]ò
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f(x|i) dx – условная вероятность ошибки.
X = ( X i – пространство разбивается таким образом при решении задачи классификации;
q1, q2, ... qm – это априорные вероятности классов.
В общем виде задача сводится к минимизации общей стоимости решения: 
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 C(j|i) P(j|i)} – средний риск

Область X k определяется в виде набора следующих неравенств:
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где j = 1,..., m
j ( k
Рассмотрим пример для 3-х классов: m = 3

 Найдем правило для первого  класса  X 1 :
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qi f(x|i)C(j|i) , j = 2,3

Фактически мы получаем здесь два неравенства:

j=2: q2 f(x|2)C(1|2) + q3 f(x|3)C(1|3) < 

< q1 f(x|1)C(2|1) + q3 f(x|3)C(2|3)
j=3: q2 f(x|2)C(1|2) + q3 f(x|3)C(1|3) < 

< q1 f(x|1)C(3|1) + q2 f(x|2)C(3|2)

Самая простая интерпретация, когда мы рассматриваем следующий случай: C(i|j) = const.

Тогда, например, для m=3 получаем для рассматриваемого 1-го класса следующее:
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	q2 f(x|2) <  q1 f(x|1)

	
	q3 f(x|3) <  q1 f(x|1)


Фактически определяется max{qi f(x|i)} – то есть приводится байесовский критерий к критерию максимальной апостериорной вероятности.

Если вернуться к линейно-дискриминантным функциям на основе отношения правдоподобия , то получим из рассмотренного выше следующее соотношение:
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	отношения правдоподобия, сравниваемые с порогом

	U2,3 = 
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	Для класса X 1:
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	Для класса X 2:
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	Для класса X 3:
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Возможное количество пар таких решений будет равно N = 
[image: image422.wmf]2
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 - это количество разделяющих поверхностей.
Для m = 3:    имеем 
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 разделяющие поверхности, показанные на рисунке:
[image: image424.png]



Мы имеем уравнение попарных разделяющих  поверхностей в следующем виде:

Uij = 
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Для случая m = 3 можно  показать, что все уравнения проходят через одну точку, это означает, что у нас отсутствуют зоны неопределенности.

2.2.9. Линейная дискриминантная функция Фишера

Данный подход не требует предположений о нормальном распределении данных.
Пусть имеется  обучающая выборка: x 1, x 2, ... x N , где: 
N1 элементов из  j, множества X 1

N2 элементов из  множества X 2
Общее число элементов N = N1 + N2
Задача состоит в построении разделяющей функции для двух классов:
X 1 = {
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X 2 = {
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Задача Фишера состоит в построении вырожденного линейного преобразования:

y = WT
[image: image436.wmf]x
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y = ║W║║x ║cos(
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)  фактически это выражение дает нам проекции векторов x на вектор w
У Фишера такое преобразование рассматривается как проекция на ось W: {
[image: image438.wmf]x
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Нужно найти такой вектор W, чтобы множества Y1 и Y2 были наиболее разнесены (то есть, удалены друг от друга).

Критерий разнесения может быть выбран разным.

Исходить будем из следующих параметров: для каждой выборки определим среднее значение:

mi = 
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 EMBED Equation.3  [image: image451.wmf]} = WT mi
Далее мы строим |
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Далее проблема состоит в оценке функции разброса:
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)2   - разброс внутри класса
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Разброс внутри класса – это нечто вроде дисперсии, только ненормированной.
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  - средняя дисперсия выборки в Y.

Далее критерий строится следующим образом:

J(
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Далее идет дело техники: как это вычислить и как оптимизировать.

Мы определяем матрицу разброса внутри класса:
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                                                                                         Si – матрица разброса внутри X i   .

Таким образом получаем       следующий результат: 
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S1 + S2 = SW  - суммарная матрица разброса для всех результатов.
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Таким же  образом можно представить (
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                                  SB
 Матрица SB   -   матрица разброса между классами

Тогда   мы получаем искомый критерий в следующем виде:

J(
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Далее стоит задача оптимизации данного отношения (мы должны его максимизировать). 
Рассмотрим свойства матрицы SB:

SB = (
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1. это квадратная матрица размерности n ( n
2. произведение этой матрицы на произвольный вектор

SB 
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                                 C - скаляр

дает вектор, который по направлению совпадает с разностью (
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3. ранг матрицы SB равен единице, это легко показать, если представить ее в виде ddT:
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- матрица вырожденная и ранг ее равен единице.

Условная оптимизация по Лагранжу 
Запишем функцию Лагранжа: F = WT SB W - ( WT SW W, где ( -произвольная константа 
Эта функция зависит от W
Мы должны найти производную этой функции по вектору 
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   - такое правило существует, его легко доказать 
Получаем следующее:

SB W - ( SW W
C(
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, отсюда кончательно имеем:
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Так как  
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 вектор произвольной длины, положим 
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Соответственно линейный дискриминант Фишера получается в следующем виде.
y = 
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	 Мы должны выбрать некоторый

 порог решения (


 Правило решения имеет вид XT SW-1(
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Матрица    SW = S1 + S2 ( N 
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 пропорциональна суммарной матрице ковариации и соответственно для случая нормального распределения исходных данных дискриминант Фишера дает результат такой же, как и байесовская  линейная дискриминантная функция:

XT (-1(M1 – M2) + C1 ... ( C2
3. ОБУЧАЕМЫЕ КЛАССИФИКАТОРЫ. ДЕТЕРМИНИСТСКИЙ ПОДХОД.
3.1. Общие свойства линейных дискриминантных функций в детерминистской постановке. 
 
Здесь рассматривается задача классификации данных, заданных в виде конечных наборов многомерных векторов.
Данный подход основан на нахождении линейных дискриминантных функций:

d(
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Мы имеем следующее:
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Общий объем выборки: N = N1 + N2
Наша задача заключается в нахождении решающей функции, которая удовлетворяет N линейным неравенствам, при условии  N > n:
	(*)
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Таким образом, мы находим некоторую решающую функцию d(
[image: image538.wmf]X

), которая удовлетворяет неравенствам (*) и задает некоторую дихотомию, то есть разделение исходного пространства на два полупространства. Возникает вопрос можно ли решить данную систему неравенств. Возникает понятие разделяющей мощности решающего правила – это число возможных способов классификации данного объекта, которые допускаются с данной функцией.

Можно рассмотреть количество линейных возможных дихотомий  для N точек в линейном пространстве n. При этом каждая линейная решающая функция задает две дихотомии (так как нумерация классов может быть 1-2 или наоборот 2-1)
 Стоит задача разбиения точек в n-мерном пространстве  с помощью (n-1) - мерной гиперплоскости.

Общее возможных  дихотомий для N точек равно  2N – это все возможные классификации: 2N = 
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 EMBED Equation.3  [image: image540.wmf]i
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Оказывается, что не все возможные классификации могут быть заданы линейно. На рисунке представлены 4 точки , которые могут быть разделены с помощью 7 гиперплоскостей ( в двумерном пространстве – просто линиями) 
   Однако существуют дихотомии, которые не могут быть реализованы линейно
          ( x2
Линейно не могут быть заданы:


  I класс (x2, x4)

   x1 (        ( x3
  II класс (x1, x3)

          ( x4
N = 4    Q = 24 = 16

         QP = 16 – 2 = 14

Есть формула, которая задает возможное количество классификаций (дихотомий), реализуемых линейно для N объектов, размерность пространства n:

	D(N,n) =
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Эта формула  имеет место только тогда, когда точки объекта расположено “хорошо”. Это означает, что ни одна из точек группы, состоящей из (n+1) точки, не лежит в подпространстве размерности (n-1).

Рассмотрим пример расчета количества возможных  линейных дихотомий для N точек  в  n-мерном пространстве:
	N \ n
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	2
	2
	2
	2
	2
	2

	10
	20
	92
	260
	512
	764
	932

	200
	400
	39100
	2627200
	129109702
	
	


С ростом размерности число возможных дихотомий резко возрастает.

  Рассмотрим использование обобщенных линейных дискриминантных функций, полученных с помощью  нелинейного преобразования исходного n-мерного пространства в пространство размерности  k>n
d(
[image: image543.wmf]X

) = f1(x)W1 + f2(x)W2 + ... + fk(x)Wk + Wk+1 , где k > n
Мы можем построить некие функции от x, путем некоего нелинейного преобразования и соответственно  мы можем повысить размерность пространства и искать решение уже там.
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 Можно ввести понятие вероятность получения линейной дихотомии – это  функция
PN,K – вероятность того, что данная дихотомия будет реализована с помощью линейной функции.

	N,K = 
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Как ведет себя данная функция?

Определим параметр (:  N = ((k + 1)

Если ввести такой параметр, то получим,  если k – обобщенная размерность, график зависимости 
  
  
Это зависимость вероятности получения линейной разделимости N точек при размерности пространства k                                                                                                                          
При ( < 2 вероятность близка к единице.

При N < 2(k + 1) вероятность достаточно близка к единице.

 Величина Ck = 2(k+1)   называется  мощностью соответствующая линейной решающей функции.

Чем больше размерность, тем больше мощность решающей функции.

   Можно показать, что для исходного пространства с размерностью dim X = n   мощность Ck   для обобщенных линейных решающих функций определяется следующим образом:
 гиперплоскость – Ck =2(n+1);
 гиперсфера –        Ck = 2(n+2);
 поверхность второго порядка: Ck =(n+1)(n+2)
полиномиальная поверхность порядка r: Ck =2
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3.2.  Персептронный алгоритм получения линейных решающих правил
Простейший методы получения линейных решающих функций на основе персептронных алгоритма  обучения основывается на  рекуррентном построении решающего правила путем коррекции ошибок.

Требуется найти 
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T, Wn+1  для построения решающего правила    d(
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 + Wn+1 на основе использования конечных обучающих выборок .
Введем понятие расширенных векторов . Перейдем от размерности n к n+1 следующим образом:
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Тогда наша система неравенств сводится к более простой задаче:

(*)  d(X) = 
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Персептронный алгоритм основан на последовательном просмотре обучающей выборки:


X1, ... XN1 ………. XN
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          N = N1 + N2
Процесс обучения заключается в том, что мы циклически просматриваем выборку и подставляем получаемое  значение в W в (*), и на каждом шаге  просмотра производим или не производим коррекцию весового вектора.
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                В этом случае получен правильный  ответ при классификации текущего вектора 
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              Этот случай соответствует ошибочной классификации и соответственно производится коррекция весового вектора (должно быть  С>0)
Эта процедура и является процедурой обучения персептронного типа.

Пусть мы имеем величину весового вектора после коррекции:
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Подставим новый весовой вектор в выражение для решающей функции:
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Видно, что значение весовой функции увеличилось на положительную величину C║
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║2 , то есть мы продвинулись к правильному решению.
Показано, что если решение существует, то алгоритм сходится за конечное число шагов.

Различные варианты выбора коэффициента C позволяют улучшить данный алгоритм:
1. С – константа . Скорость сходимости может быть мала.
2. С = Cn = var(n)
   Попробуем менять  C на каждом шагу так .чтобы сразу получить на текущем векторе правильное решение. Здесь можно использовать такой  выбор С   
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Рассмотренный алгоритм появился на основе интуитивных соображений при разработке моделей работы головного мозга человека при решении задач обучения. Дальше мы рассмотрим более формальный подход .
3.3. Правила поиска решения, основанные на минимизации градиента функции качества

  3.3.1. Формальный вывод персептронного алгоритма
Y(
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) – функция качества.

Определить функцию качества можно по-разному.
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Возьмем X ( X2.
Возьмем новое X’ = -X, в этом случае мы имеем правило решения, которое имеет вид:
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Неплохая функция качества имеет следующий вид:
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Тогда правило коррекции имеет вид:


[image: image632.wmf]W

~

n+1 = 
[image: image633.wmf]W

~

n – 
[image: image634.wmf]2

C

[
[image: image635.wmf]X

~

n sgn(
[image: image636.wmf]W

~

nT
[image: image637.wmf]X

~

n) - 
[image: image638.wmf]X

~

] = 

     = 
[image: image639.wmf]W

~

n + 
[image: image640.wmf]2

C

[
[image: image641.wmf]X

~

 - 
[image: image642.wmf]X

~

 sgn(
[image: image643.wmf]W

~

nT
[image: image644.wmf]X

~

n)]
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Для всей обучающей выборки запишем следующее:
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Рассмотрим задачу в следующем виде: 
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Для каждого класса мы введем обозначение:

I класс: bj = 1

II класс: bj = 2

То есть для каждого элемента мы ищем номер класса.

Мы получаем переопределенную систему уравнений N>(n+1).

Матрица 
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Решение переопределенной системы (*) мы можем найти с некоторой ошибкой.

Далее мы строим функционал качества:
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Это функционал качества. Мы  его должны минимизировать. Один из  подходов – это градиентный метод:
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Рассмотрим , что собой представляет матрица 
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Если матрица  
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 невырождена, решение получается достаточно просто:
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 - псевдообращение матрицы  Х (Матрица Мура-Пенроуза)
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Если матрица 
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 является вырожденной , то в этом случае задачу можно решать с помощью  метода градиентного спуска.
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Можно предположить и другой вариант: Видора-Хоффа
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[image: image700.wmf]k
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- вектора из последовательности {xj}j . Градиент  строится на каждом  отдельном управлении . Процедуру мы можем повторять до тех пор , пока не будет наблюдаться сходимость . Признаком сходимости является то, что искомый параметр перестает меняться или меняется очень мало.

4. КЛАСТЕРНЫЙ АНАЛИЗ
4.1. Постановка задачи группировки данных

Задача состоит в том ,чтобы на основании данных , находящихся в множестве Х разбить  их на  m  групп таким образом , чтобы 
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Такое разбиение должно отвечать некоторому критерию сходства , т.е. элементы из одного класса отвечают критерию сходства, а элементы из разных классов- нет.

Имеется некоторая целевая функция, которая определяет правило, по которому мы относим элементы к тому или иному классу .Предполагается , что каждый элемент относится строго к одному классу- это детерминированная постановка задачи .

Кластеризация может быть и нечетной . Может быть вероятностная постановка задачи  кластеризации .

Существует задача разделения смесей, когда по совместной выборке необходимо оценить характеристики классов.

Мы будем рассматривать кластерный анализ в детерминированном смысле .

Задача классификации может решаться  очень успешно , если вначале провести кластеризацию.

Задача кластеризации:

1)Изучение данных

2)Использование кластеров для более правильного решения задачи классификации.

На чем базируется задача кластеризации:

Результат кластеризации зависит от критерия, по которому будет проходить  кластеризация. Большинство  методов основано на понятии расстояния между объектами.

4.2 Пример

Х={3,4,7,4,3,3,4,4}
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Сумма квадратов отклонения:
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Внутригрупповые квадраты отклонения (критерий- это минимум внутригруппового отклонения)

w1=0

w2=0

w3=0

w=w1+w2+w3=0

Все метрические методы основаны функции расстояния между объектами.

1. Функция расстояния 
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При рассмотрении задачи кластеризации применяются различные функции расстояния.

	N
	Наименование
	Формула

	1
	Евклидово расстояние
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	2
	Квадрат Евклидова расстояния
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	3
	L1-норма
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	4
	Supremum
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Обычно Sup сводится к максимуму. (Расстояние Чебышева)

	5
	Lp- расстояние 

(расстояние Минковского)
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	7
	Расстояние Махланобиса
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	8
	Для бинарных данных: расстояние Хемминга.
	
[image: image715.wmf]n

x

x

quantity

kj

ki

}

{

¹

=

r




Свойство расстояния Махланобиса:
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это расстояние обладает свойством инвариантности по отношению к линейному преобразованию.
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(Нужно доказать свойство инвариантности. Выписать формулы 
[image: image718.wmf])
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Если имеется  m объектов , то можно определить матрицу расстояний между этими объектами  для каждой пары xi  и  xj 

Условно обозначим 
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÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

mm

m

m

r

r

r

r

.

.

.

.

.

.

.

.

1

1

11

Некоторые алгоритмы работают на основе таких матриц.

Мера сходства определяется следующим образом: 
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  и обладают следующими свойствами:
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[image: image723.wmf]ij
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Если 
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то rij  определяется немного не так.

Меру сходства очень просто построить из меры расстояния:
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Фактически это обратная функция

Может быть мера сходства для бинарных объектов , которая определяется следующим образом:


[image: image726.wmf]n

n

n

S

ij

Iy

ij

+

=



[image: image727.wmf]Iy
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-число совпадений единиц (если все совпадают, то 
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Что такое расстояние между кластерами:

[image: image731.png]



1) Расстояние на основе ближайшего соседа – это расстояние , которое определяется минимальным расстоянием между элементами рассматриваемых кластеров.
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2) Расстояние по принципу дальнего соседа(т.е. рассматриваются наиболее удаленные точки между объектами)
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3) Расстояние между центрами  тяжести (или между математическими ожиданиями)
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[image: image735.wmf](
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средний вектор.

4) Расстояние по принципу средней связи.
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4.3. Критерии качества разбиения на классы

Критерий суммы квадратов ошибок: ni –элементов  в Xi; 
[image: image737.wmf]å
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Мы можем ввести функцию разброса: 
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[image: image739.png]



Здесь можно минимизировать только положение mi .

Этот критерий хорошо работает, когда предполагается, что кластеры хорошо разнесены.


[image: image740.wmf]2

2

1

1

~

~

2

1

å

å

å

Î

Î

¢

=

¢

-

×

=

×

=

i

j

X

x

X

x

i

i

c

i

i

i

l

x

x

n

S

S

n

Y


Есть критерий, основанный на матрице рассеивания: матрица рассеивания определяется  следующим образом:
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Где Si  -матрица рассеяния внутри группы, Sw – суммарная матрица рассеяния внутри группы.

Есть понятия расстояния между группами:
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Где 
[image: image743.wmf]m

-общее среднее,  ST – общее рассеивание

На данной базе рассматривают следующие критерии: 
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Еще один критерий основан на минимизации определителя матрицы рассеивания (данный критерий эквивалентен линейным преобразованиям): 
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w

l

S

Y

=

  
[image: image746.wmf]w

S

min


4.4. Основные типы кластерных процедур. Основные задачи кластерного анализа

Задачи могут быть классифицированы по объему выборки . 

1) Малые выборки  (10-100 объектов)
2) Больщие выборки (100-1000 и больше  объектов) 
Задачи кластеризации с точки зрения априорной информации:

1) Число кластеров априорно задано

2) Число кластеров априорно не задано и их нужно определить

3) Число кластеров априорно не задано, но не требуется их точно определять в процессе обработки информации

Имеются  следующие виды процедур:

1) Иерархические. Они отличаются большим объемом вычислений.

2) Параллельные процедуры. На каждом шагу  анализируется вся выборка.

3) Процедуры последовательного типа: на каждом шагу анализируется один элемент выборки. Цель-минимизация некоторого функционала разбиения.

Все задачи  сводятся к минимизации следующего функционала:
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Пусть мы делаем все переборы 

N-количество элементов
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Пример: N=500  c=5, тогда полных переборов: М
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4.4.1. Построение последовательной процедуры итеративной оптимизации

Пусть есть 2 кластера хi и хj 


[image: image750.wmf]i
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 передвигаем эту выборку  
[image: image751.wmf]x
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 в  xj (физически она остается на месте в пространстве, но относится уже к хj)

Критерий качества:
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Теперь передвигаем из I(J. Что поменяется в этом случае?
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Когда передвинули i(j , то  
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[image: image756.wmf]1
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После преобразования результат получился следующим:
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Нам надо 
[image: image760.wmf]å

=

®

=

c

i

i

I

I

1

min

, а это будет тогда, когда 
[image: image761.wmf]2

2

1

1

j

j

j

i

i

i

m

x

N

N

m

x

N

N

-

+

>

-

-


Хорошо, когда каждая пара перестановки дает такое 
4.4.2. Базовая процедура кластеризации (базовая минимальная квадратичная ошибка)

     1) выбирается некоторое первоначальное разделение  по группам .

x1,x2,…xc    Пусть с известно.

Вычисляем  I и средние m1,m2,…mc  .

Цикл: 

      2) выбрать следующую выборку
[image: image762.wmf]x
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3) если Ni =1 , то перейти к

следующему, иначе вычислить:
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4) Передвинуть 
[image: image765.wmf]x
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5) Вновь вычислить  I =
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Следующий:
6) если  I не изменилось после N попыток – остановка;

иначе перейти к Цикл
N- число выборок

Это типичная последовательная процедура.

4.4.3. Параллельная процедура. Базовые  изоданные

Основан на классификации данных по принципу min d , можно задать любое расстояние, Евклидово, Махланобиуса и т.д.

Каждый группа описывается средним: 
[image: image768.wmf]c
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Отличия к группе определяются как:
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4.4.3.1. Описание процедуры: Базовые изоданные

1. Выбираем некоторые начальные значения для средних 
[image: image770.wmf]c
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2. Классифицируем n-выборок, разбивая их на классы по ближайшим соседям

3. Вновь вычисляем среднее как среднее значение выборок в своем классе.

4. Если какое-либо среднее изменило значение, переходим в Цикл, иначе остановка

5. остановка.

4.4.3.2. Алгоритм К - внутригрупповых средних (это базовые и заданные)
Этот алгоритм минимизирует сумму квадратов расстояний всех точек, входящих в кластерную область, до центра кластера структура алгоритма состоит из к-шагов.

Шаг 1.  Выбираем К исходных центров кластеров
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Этот выбор производится произвольно и обычно в качестве исходных центров кластеров используем первые к- результатов выборки из заданного множества образов.

Шаг 2.  На к-том шаге итерации заданное множество образов {x} распределяется по 

к- кластерам по правилу мин расстояния:
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для всех i=1,2…   к: 
[image: image773.wmf]j
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, Sj(k) - множество образов, входящих в кластер с центром zj(k)
В случае равенства решения  принимается произвольным образом

Шаг 3.   На основе результатов шага 2 принимаются новые центры кластеров 
zj(k+1),   j=1,2,…k.  Исходя из условия , что сумма квадратов расстояний между всеми образами принадлежит множеству Sj(k) и новым центрам кластера д.б. минимально,

таким образом новый центр кластера выбирается так, чтобы минимизировать показатель качества
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центр zj(k+1), обеспечивающий минимизацию показателя качества, является, в сущности, выборочным средним , определенным по множеству Sj(k). Как
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Nj- число выборочных образов, входящих в множество  Sj(k)

4.4.4. Иерархические процедуры группировки

Здесь количество групп С не определено четко, оно меняется от N (число выборок) до 1.

Основаны на построении деревьев, описывающих взаимосвязи между кластерами.

4.4.4.1. Агломеративная процедура

Имеется N выборок. В начале полагается, что С=N
x1,  x2, x3, …  xN
*    *    *    …  *

Используем матрицу взаимных расстояний, т.к. каждый кластер состоит из 1-го элемента

Ищутся классы, ближайшие по данной ветке. Получаем следующее разбиение S(2), которой соответствует расстояние  
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 и так далее:
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Но на каком-то этапе можем получить довольно устойчивую кластеризацию.
Базовую процедуру кластеризации можно сформулировать следующим образом:

С- количество кластеров

1) Пусть 
[image: image779.wmf]N
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,   N - количество элементов выборок

цикл: 

2)   Если  
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, то остановка 
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 -  заданное количество кластеров,  
[image: image782.wmf]-
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текущее количество кластеров

3)   Найти ближайшую пару кластеров xi , xj
4)   Объединяем xi и xj и уничтожаем хi . Положить 
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5)   Переход к циклу.

Аналогично можно осуществлять эту процедуру и снизу.

4.5. Статистические модели группировки

Статистические модели группировки основываются на вероятностной оценки наших данных , при этом мы предполагаем, что наши данные могут относится к одному из возможных распределений (количеству групп).

Для каждой группы задается априорная вероятность Р1,Р2 ,…Рс
Для каждой группы имеется условная плотность распределения:
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Общая функция плотности вероятности определяется следующим образом:
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Мы имеем объекты, которые описываются моделью конечной смеси - это и есть 
[image: image786.wmf])

(

x

f


С точки зрения задачи кластеризации задача ставится следующим образом: есть некоторый многомерный параметр, которым описывается конечная смесь.

(С; p1,p2,…pc,
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[image: image789.wmf]Q

-  многомерный параметр.

Мы должны оценить вектор этого многомерного параметра.
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Каждый максимум соответствует некоторому параметру этой смеси.

Предполагается, что смесь различима, если можно однозначно восстановить эти параметры.  

Восстановить эти параметры можно из условия:
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   если из этого условия однозначно следует выполнение следующего:

1) С=С1
2) 
[image: image792.wmf])
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В общем виде эта задача решается как задача оценки многомерного параметра. Лучше всего решать ее по методу максимального правдоподобия
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С - известно.

Строится функция правдоподобия: 
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Эта задача по постановке и по решению достаточно сложная . Аналитическое решение получить достаточно сложно. 

Конечные решения достаточно непростые. В основном  процедуры основаны на рекуррентных методах.

Для случаев нормального распределения и когда С- известно эту задачу можно решать приближенно более простым способом (например методом к-средних).

Метод к-средних позволяет найти центры соответствующих локальных максимумов:

 
[image: image795.png]




[image: image796.wmf])

,

(

min

i

m

x

d


1) Находим mi  i =1..C
2) Разбиваем выборку 
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Далее мы считаем , что метод к-средних дает нам правильное разбиение на кластеры

3) Мы должны для любого i оценить
:
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  , где    
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-матрица ковариации

В результате этой деятельности мы для каждого кластера получаем следующее: 
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Далее мы строим f(x) следующим образом:
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Мы для заданной выборки 
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 построим аппроксимацию ее нормального распределения.
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Мы можем найти сложные решающие функции. Это функции равной плотности некоего распределения.

Далее функцию сложной плотности можно представить в виде суммы простых функций распределений.

Статистическое решающее правило можно представить в следующем виде:
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Есть 2 способа провести классификацию:

1. отношение правдоподобия

2. классификация по минимуму расстояния
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 ( расстояние Махланобиса.

4.6. Алгоритм автоматической классификации на основе использования кластер-анализа

В данном разделе рассматривается классификации, использующий кластер-анализ для формирования подклассов “сложного класса”. Алгоритм ориентирован на описание данных с использованием аппроксимации плотностей вероятностей смесью нормальных распределений.

Пусть имеется некоторый класс 

. Предполагаем, что он может быть представлен в виде 

, где 

 

 - подклассы, рассматриваемые как кластеры. Пусть 

 - плотность распределения, соответствующая классу 

; 

 - условная плотность распределения, соответствующая подклассу 

; 

 - априорная вероятность появления объектов из подкласса 

. Тогда плотность вероятности распределения   будет иметь вид



. 






(3.42)

Логично сделать предположение, что центрами классов формируемого алфавита являются существенные максимумы функции 

. Поэтому цель кластеризации - на основе показа векторов обучающей  выборки и заданных условий объединения объектов в кластере  определить совместную плотность распределения, найти ее существенные  максимумы, а следовательно и центры кластеров и тем самым и число  кластеров.  

В классической теории данная задача может быть решена методами  стохастической аппроксимации, полагая, что искомая совместная  плотность распределения может быть аппроксимирована конечным набором ортонормированных функций 




, 

.

Обозначив через 

 меру уклонения искомой плотности распределения от истинной, можно сформулировать нашу задачу как задачу нахождения оптимального значения вектора параметров 

, минимизирующего функционал 

 



.

С учетом ортонормированности вектор-функции 

 оптимальное  значение вектора 



 EMBED Equation.2  



.

Последнее значение может быть получено по предъявленной на этапе кластеризации обучающей выборке. Найдя 



 EMBED Equation.2  
можно легко определить функцию 

, анализ которой и определение  существенных максимумов дает возможность определить число кластеров 

, после чего возможно решение задачи определения границ кластеров  и построение решающего правила частной кластеризации 

.  

Однако практическая реализация изложенного подхода связана с  большими затруднениями, ввиду чего на практике применяется  большое количество более простых эвристических алгоритмов.  

Большинство подобных алгоритмов (в частности широко известный  алгоритм ISODATA), алгоритмы, использующие теории графов  требуют для формирования границ кластеров априорного  задания пороговых значений размеров кластеров в той или иной  метрике, что часто само по себе является достаточно сложной  задачей. Поэтому был предложен  несколько  модифицированный алгоритм класса ISODATA, получивший название  алгоритм "адаптивного выбора подклассов" (АВП). Суть его  заключается в следующем.  
Алгоритм  адаптивного выбора подклассов АВП

На начальном этапе пользователем задаются:



 - максимальное предполагаемое количество подклассов. Значение этого параметра может быть оценено визуально, используя входящий в  систему модуль графического отображения выборки;  


 - минимально допустимая мощность кластера (количество  векторов обучающей выборки, отнесенных в соответствующий кластер).  

После проведения кластеризации данные параметры могут быть  оперативно скорректированы в зависимости от полученных результатов и  процесс кластеризации может быть повторен.  

Процесс кластер-анализа заключается в попытке аппроксимации  функции совместной плотности распределения 

 (3.42) с помощью  смеси нормальных плотностей распределения каждая компонента этой смеси представляется в виде



,

где 

 - вектор математического ожидания i-кластера; 

- матрица ковариации i-кластера; 

 - размерность вектора классификационных признаков.

С целью упрощения процедуры формирования кластеров в рассматриваемом алгоритме в режиме обучения было использовано допущение  диагональной структуре матрицы ковариации 

. В соответствии с этим каждая нормальная компонента смеси представляется в виде



  ,


(3.43)

где 

 - компоненты вектора 

; 

- диагональные элементы ковариационной матрицы 

. 

Заметим, что хотя относительно 

 мы не выдвигаем априори никаких гипотез (за исключением ее многомодальности), выбор  аппроксимирующей функции вида (3.43) сводит задачу классификации к  задаче параметрического типа. Действительно, цель классификации  будет достигнута, если будут получены оценки параметров 

 , где





 EMBED Equation.2  
  

Вектор 

 назовем вектором дисперсий. Сразу отметим, что в системе кластеризации после окончания обучения обеспечивается вычисление полной ковариационной матрицы  соответствующих кластеров 

.  

Введем следующие обозначения:  

1. Мода с номером 

. Модой будем называть область векторов в  пространстве признаков



 EMBED Equation.2  
, близких к 

. В качестве метрики  используется квадрат эвклидова расстояния, т. е.  




2. Моду с номером 

 будем называть свободной, если ее параметр 

. Так как параметр 

 есть отношение числа векторов 

, входящих в моду 

, к общему числу векторов в обучающей выборке, то мода 

 свободна при 

.  

3. Положим по определению  



 .

4. Обозначим через 

 порог 

-ой моды, а через вектор 

 вторых моментов 

-ой моды. 

5. Кластер 

 и таксон 

 есть синоним термина мода 

.

Начальные значения параметров 

 и 

 выбираются нулевыми:  



  

Первый цикл итерации по обучающей выборке заключается в следующем. 

Пусть на вход АВП поступили первые 

 векторов обучающей  выборки 

. Так как у нас на начальном этапе имеется 

 свободных мод, то указанные вектора становятся начальными векторами  мод, т. е. 



,



 ,   для 




,

Начиная с 

-го вектора, алгоритм выходит на поиск ближайшей к данному вектору 

 моды 

, т. е.   
 

.

Если выполняется условие 



  ,








(3.44)

что можно рассматривать как вхождение вектора 

 в указанную моду, то происходит уточнение параметров данной моды по формулам 



,



     ,






(3.45)




и происходит переход к анализу следующего вектора обучающей  выборки.  

Если условие (3.44) не выполняется, то осуществляется поиск двух  ближайших существующих мод 

 и 

, то есть  



.

Если вектор 

 ближе к 

, чем к 

 и 

, то есть

 

 ,

то происходит уточнение параметров моды 

 по соотношениям (3.45) и корректируется порог моды 




.

В противном случае производится объединение двух ближайших мод 

 и 

 по формулам 



,



,



,




и мода с номером 

 становится свободной. 

Новый порог моды 

 определяется по формуле  



.

Освободившаяся мода с номером 

 становится центром вновь формируемой на основании вектора 

 моды 



,



,



,



.

Происходит переход к анализу следующего вектора обучающей  выборки. После просмотра всех 

 векторов обучающей выборки  происходит оценка дисперсий кластеров 

 и вероятностей кластеров 




,



.

Выявляются состоятельные кластеры, то есть те кластеры, для  которых выполняется соотношение 

. Состоятельные кластеры перенумеровываются в порядке 

, где 

 - количество состоятельных кластеров и начинается второй этап итерации по  обучающей выборке с целью уточнения оценок параметров кластеров.  

Суть процесса уточнения параметров состоит в следующем. Для  каждого состоятельного кластера производится предварительная  классификация векторов обучающей выборки с целью выявления  векторов, входящих в данный кластер. Вектор считается входящим в  данный кластер 

, если выполняется условие 



, где



.

Определяется уточненное значение центра кластера  



,



,



,

где под 

 понимается множество векторов, относящихся к 

-ому кластеру, а 

 - оценки среднего, ковариационной матрицы и  вероятностей кластеров соответственно. Полученные значения и  являются результатом автоматической кластеризации по алгоритму АВП.  

Сформированное множество состоятельных кластеров  формирует алфавит подклассов 

, соответственно отнесение некоторого вектора 

 к подклассу 

 может быть выполнено с использованием принципа максимальной апостериорной вероятности по следующему правилу:  

Классифицируемый вектор 

 относится к подклассу 

 алфавита 

, если



  , где 



 .


(3.46)

В заключение отметим, что рассмотренный алгоритм может быть использован в нескольких вариантах:

1. Задана априорная классификация распознаваемых объектов на классы 

. Предполагается, что в каждом априорном классе существует дополнительный алфавит классификации (подклассы) 

. Задача состоит в нахождении подклассов в каждом классе 

 с помощью алгоритма АВП. Далее классификация объекта   осуществляется по критерию минимального расстояния



,

где i - номер подкласса (

); j - номер класса (

); 

 - количество подклассов в j-ом классе. 

2. Не задана априорная классификация объектов на классы. В этом случае задача эквивалентна обычной задаче кластеризации данных (или “обучение без учителя” в терминах теории распознавания образов). Этот режим использования алгоритма является весьма важным для изучения структуры признакового пространства с целью выявления “объективных классов”. Далее представляется важным сравнение “объективных классов” с классами, которые определяет эксперт. 
5. Методы снижения размерности
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Можно определить 2 варианта:

1) отбор признаков по какому-либо критерию

2) построение новых линейных и нелинейных комбинаций.
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Наша задача выбрать отбор признаков так, чтобы их число было минимально.
                5.1. Методы отбора признаков по заданному критерию

*)Метод среднего:

 

 * х1                   * х2



* хN
Строим функцию расстояния:
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Признаки упорядочиваются по величине 
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cp

d

. Строится последовательность:


[image: image811.wmf]r

cp

cp

cp

cp

d

d

d

d

>

>

>

>

...

3

2

1


*)Метод дивергенции:
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Обобщенно это можно рассматривать как расстояние.
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    Выбираем группу по максимуму.

*)Метод Фишера

берем следующую величину:
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и по данной величине определяем разбиение на классы.
5.2. Метод главных компонент
связан со структурой ковариационных матриц .Мы строим новые последовательности множеств: 

(х1,х2,х3,…,хn)
(y1,y2,y3,…,yr)               n  (  r
Как разобрать данную линейную комбинацию? Для двумерного распределения:
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строим новую систему координат таким образом, чтобы дисперсия данных была максимальной. В основе лежит анализ наших данных:
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Для простоты считается , что 
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=0 (этого можно добиться путем центрирования):
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Первая главная компонента строится следующим образом:
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Мы ищем главную компоненту.

Сначала мы должны найти 
[image: image820.wmf]1

C

-которая дает максимум дисперсии, при условиях того, что:
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получили данную оптимизационную задачу.

Оптимизационная задача решается с помощью метода градиента.
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Нас интересуют такие решения, у которых С1 (0
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 Находим набор чисел (1, (2 ,… (n
То есть  из набора (I мы должны взять число, которое дает нам максимум дисперсии
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  отсюда находится С1
Следующий этап состоит в построении второй главной компоненты: она ищется из аналогичного условия:
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Условия здесь следующие:
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Здесь можно показать следующее:

Умножим слева на 
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следовательно, вторая компонента определяется аналогично первой:
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в качестве 
[image: image831.wmf]2

l

выбирается следующее поле  
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, то есть:
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Ковариационная матрица векторов у: мы можем составить вектор описания:
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Как найти вектор 
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?

У нас имеется 
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Мы должны построить матрицу:
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[image: image838.wmf]Lx
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-невырожденное линейное преобразование.
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Дальше можно поставить задачу выбора соответствующего количества признаков.
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Где 
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-количество признаков.
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Задав определенный уровень, мы можем выбрать нужное количество компонентов.

6. ФАКТОРНЫЙ АНАЛИЗ

6.1. Модель факторного анализа
Рассмотрим корреляционную матрицу  R, полученную из матрицы данных X, и рассмотрим несколько признаков. Наличие корреляции между ними можно понимать двояко: либо один из них определяет остальные, либо существует некоторый скрытый признак, не включенный в матрицу данных, оказывающий влияние на коррелированные признаки. Такие скрытые признаки называют общими факторами.

Основное предположение факторного анализа состоит в следующем: признаки из матрицы данных можно описать посредством небольшого числа общих факторов. Другими словами, сложные взаимосвязи между признаками определяются относительно более простой, скрытой за внешними проявлениями, структурой, отражающей наиболее характерные и часто повторяющиеся взаимосвязи.

Следовательно, предполагается, что каждый признак  

 является функцией небольшого числа общих  факторов 

 и характерного фактора 

, то есть  

 где  каждый из общих факторов 

 оказывает влияние на все признаки 

, а характерный фактор 

 влияет только на признак 

.  Характерный фактор выражает специфичность признака, которая не зависит от общих факторов и не выражается через них.

В различных факторных моделях  по-разному объясняется специфичность и накладываются различные ограничения на общие факторы.

Часто задача факторного анализа понимается как задача аппроксимации большой матрицы корреляций признаков меньшей матрицей факторных нагрузок или как задача аппроксимации матрицы исходных данных матрицей значений факторов на объектах. При таком подходе появляется возможность оценить как точность получаемого описания исходных данных, так и выигрыш, полученный при сжатии описания.

Предполагается, что факторная модель является линейной, т.е.



,   где

        

- исходный j-й признак, измеренный на N объектах;

        

- скрытый k-й фактор, принимающий значения на N объектах;

        

- характерный фактор;

        

  - факторные нагрузки, характеризующие влияние k-го фактора на j-й признак, составляющие матрицу 

, где n- число исходных признаков m- число общих факторов,  

. 

Такую систему линейных уравнений называют факторным отображением, а факторные нагрузки - его элементами.

Рассмотрим содержательный смысл такой модели. Пусть признак 

 измерен на i-ом объекте, т.е.   

. 

 Рассмотрим психологический эксперимент, состоящий в выполнении испытуемыми ряда тестов. Тогда совокупность тестов образует совокупность исходных признаков. Значениями таких признаков на объектах являются оценки, получаемые испытуемыми за выполнение тестов. Рабочая гипотеза состоит в том, что индивидуальная оценка теста определяется: 

а) способностями, необходимыми для его выполнения; 

б) степенью выраженности этих способностей у данных испытуемых. 

Если предположить, что способности - это общие некоррелированные факторы, то линейная модель интерпретируется следующим образом. Согласно формуле,



- оценка человека 

 при выполнении теста j;



- степень выраженности у человека 

способности k (значение k-го фактора на i объекте);



- степень проявления k способности в j-ом тесте (нагрузка k-го фактора в j  тесте).

Если предположить, что k способность является решающей при выполнении j теста, то нагрузка 

 будет положительной и высокой. Если одновременно человек 

 в достаточной степени наделен этой способностью, то значение 

 будет также положительным и большим, а произведение 

 внесет существенный вклад в хорошую оценку выполнения теста.

Если предположить, что k способность совершенно не нужна при выполнении теста, то нагрузка 

 будет нулевой. Если даже человек i щедро одарен этой способностью (значение 

 положительно и велико), произведение 

 будет нулевым. Это означает, что для данного человека и данного теста эта способность не влияет на оценку теста.

Предположение о линейности факторной модели является сильным упрощением реальных взаимодействий. Тем не менее, такая модель экономична и часто является хорошим первым приближением реальных процессов.

Рассмотрим снова факторное отображение 

 и вычислим корреляции признака 

 с факторами 

 и 

. Получим:






;







Такая система равенств называется факторной структурой, а ее левые части 

  - ее элементами. Если общие факторы не коррелируют между собой и с характерными факторами, то элементы факторной структуры совпадают с элементами факторного отображения  

,  

.

Выразим структуру дисперсии признака 

 через элементы факторного отображения в предположении, что все факторы и признаки 

 стандартизированы:












.

Если общие факторы не коррелируют между собой и с характерными факторами, то



.

Величина 

 указывает долю дисперсии признака, приходящуюся на m общих факторов, и называется общностью. Величина 

 определяет вклад характерного фактора в дисперсию признака и называется характерностью.

6.2. Структура факторных уравнений

Пусть 

 - матрица данных, 

 - матрица значений общих факторов, 

 - матрица значений характерных факторов, 

 - матрица факторных нагрузок, 

 - диагональная матрица нагрузок характерных факторов. Пусть X, F, Z - стандартизованные матрицы. Тогда линейная факторная модель запишется в виде системы уравнений














 EMBED Equation.2  
.

Часто для наглядности факторные уравнения изображаются в виде структуры (рис. 3.1).




Рис. 3.1. Факторная структура.

Заметим, что, вводя ранее линейную факторную модель, мы показали, что факторная структура совпадает с факторным отображением, а дисперсии признаков выражаются через общности и характерности лишь в предположении, что являются некоррелированными как общие факторы между собой, так и общие и характерные факторы друг с другом. В  этом случае матрица факторных нагрузок A вычисляется как матрица взаимных корреляций исходных признаков и общих факторов:



.

Вычислим корреляционную матрицу









.

Главной задачей факторного анализа является определение матрицы A факторных нагрузок на основе данного разложения корреляционной матрицы R. Заметим, что пока мы не делали никаких предположений о коррелированности характерных факторов между собой.  Поэтому в общем случае 

 является корреляционной матрицей с ненулевыми недиагональными элементами. Так как матрица D является диагональной, то 

, а диагональные элементы матриц 

 и 

 совпадают. Тогда



,

где 

 называется редуцированной корреляционной матрицей. 

Так как диагональные элементы матрицы 

 равны нулю, то полный вклад всех факторов в дисперсии всех признаков составляет величину









.

Отсюда легко выразить общности через характерности



.

В уравнении разложения матрицы R неизвестными являются матрицы A, D, Z. Если число общих факторов не известно, то можно решать задачу факторного анализа как поиск матрицы A с одновременным поиском набора минимальных в некотором смысле характерностей с целью максимизации доли объясняемой общими факторами дисперсии признаков. Из такой постановки с необходимостью следует коррелированность характерных факторов между собой.

С другой стороны, предположение о некоррелированности характерных факторов между собой приводит к более простому разложению 

 и к необходимости предварительного задания характерностей. В этом случае определение характерностей является самостоятельной задачей. Исторически более ранней является именно такая постановка.

Рассмотрим матрицу 

 размером 

 линейных комбинаций общих факторов и назовем ее матрицей вычисленных признаков. Так как матрица Y не стандартизована, то вычислим ковариационную матрицу



.

Следовательно, дисперсии вычисленных признаков совпадают с общностями исходных признаков 

, так как на диагонали редуцированной матрицы 

 стоят общности исходных признаков.

Рассмотрим взаимные ковариации вычисленных и исходных признаков






.

Тогда  

, откуда

                

 и 


Следовательно, взаимная ковариация вычисленного и соответствующего исходного признаков равна квадрату их коэффициента корреляции и совпадает с общностью исходного признака. В свою очередь, взаимные ковариации вычисленных признаков и факторов составляют матрицу 



.

6.3 Неоднозначность факторного решения

Пусть 

 - некоторая матрица ортогонального преобразования, то есть 

. По-другому, такая матрица называется матрицей вращения. Тогда 

 является новой системой факторов, повернутой относительно старой системы F на некоторый угол с неизменным масштабом.

Рассмотрим вычисленные признаки 

. Тогда в новой системе координат им будет соответствовать новая матрица факторных нагрузок 

 и тогда 

. Из условия 

 получим 

, откуда 

 или 

. 

Как известно, ковариационная матрица вычисленных признаков есть 

. Тогда в новом базисе мы должны получить то же самое

 

.

Следовательно, 

, где 

 - редуцированная корреляционная матрица.

Таким образом, матрица факторных нагрузок может быть определена только с точностью до ортогонального преобразования. Геометрически это означает, что существует множество систем координат общих факторов. В связи с этим, в факторном анализе дополнительно возникает так называемая проблема вращения факторов. Поиск решения данной проблемы также представляет собой самостоятельную задачу, как, например, задача определения характерностей.

6.4. Метод главных факторов

Рассмотрим редуцированную корреляционную матрицу





 EMBED Equation.2  


,

где 

 - столбец k в матрице A факторных нагрузок. Следовательно, редуцированная матрица 

 образована совокупностью m вкладов 

 общих факторов от факторных нагрузок 

. Тогда 

 или 

, где 

- матрица остаточных корреляций после исключения вклада первого фактора. Аналогично получим, что 

- матрица остаточных корреляций после исключения вкладов k последовательных факторов.

Рассмотрим вклад k фактора в общности всех признаков 

, который является суммой квадратов элементов k столбца матрицы A факторных нагрузок. Очевидно, что 




-суммарный вклад всех факторов соответствует совокупной общности признаков, то есть той доле их совокупной дисперсии, которую можно объяснить общими факторами.

Пусть факторы упорядочены по своим вкладам в общности признаков 

. Это требование естественно, так как наиболее важными являются факторы, обеспечивающие наибольшие вклады в дисперсии признаков. Найдем фактор 

 из условия максимизации его вклада V1 .  Для этого требуется решить задачу на условный экстремум вида 

 при ограничениях 

. Так как  



, 

то получим задачу  

 при 

.  Составим функцию Лагранжа



 , 

где искомый вектор 

 должен удовлетворять системе уравнений

 

.

Отсюда получим 



   или   

.

Построим систему из n уравнений, последовательно умножая данное уравнение слева на 

 , и получим


.

Тогда получим  

.  Запишем это в виде матричного уравнения



.

Согласно данному уравнению, искомый вектор факторных нагрузок a1 есть один из собственных векторов редуцированной корреляционной матрицы 

, а 

 - ее соответствующее собственное число. Найдем величину 

. Снова рассмотрим уравнение 




 и, умножив его на 

, получим 



  или  

.

Это означает, что максимум вклада V1 первого фактора достигается, когда вектор факторных нагрузок a1 пропорционален собственному вектору редуцированной корреляционной матрицы 

, соответствующему ее максимальному собственному числу 

.

Пусть 

 - матрица собственных векторов матрицы 

, где 

, 

, 

 - диагональная матрица собственных чисел матрицы 

, тогда 

 и 

. Отсюда 

. После нахождения вектора a1 нагрузок фактора F1 можно построить матрицу остатков 

 и для нее найти фактор F2 из условия максимизации его вклада V2 и так далее. Можно показать, что у матриц 

 и 

совпадают все собственные числа, кроме первого. Для матрицы  

 это собственное число является наибольшим, а для 

 оно равно нулю. Следовательно, наибольшее собственное число 

 равно второму собственному числу 

 матрицы 

 и, вообще, вектор факторных нагрузок ak определяется через k-ое по величине собственное число 

 матрицы 

. 

Поэтому факторное решение по методу главных факторов состоит в следующем:

1. задать характерности и определить редуцированную корреляционную матрицу 

;

2. найти все ненулевые собственные числа 

 матрицы 

 и соответствующие собственные векторы 

;

3. определить факторные нагрузки 

;

4. взять первые m факторов.

Заметим, что из решения задачи максимизации вклада Vk фактора Fk можно формально оценить его значения на основе формулы 

, откуда получим 

 и окончательно:





 EMBED Equation.2  
. 

В матричном виде оценка значений k-го фактора имеет вид 

, а значения всех n факторов имеют вид



.

Так как матрица вычисленных значений неизвестна, то часто для приближенной оценки значений факторов делают некорректное предположение 

. Тогда 

, что с точностью до обозначений совпадает с решением по методу главных компонент, если не ограничиваться вычислением только m первых факторов и заменить 

 на 

.

6.5. Метод центроидных факторов

Как было показано, согласно формуле вклада k-го фактора в общности признаков



 ,

метод главных факторов дает точное решение задачи максимизации квадратов коэффициентов корреляции исходных признаков последовательно с каждым из общих факторов.

Геометрически решение такой задачи означает, что очередной общий фактор Fk ищется как вектор, ортогональный к 

 предыдущим факторам и ближайший к совокупности исходных признаков 

. Заметим, что близость по направлению двух векторов-признаков длины 

 в N-мерном пространстве объектов оценивается модулем косинуса угла между ними, то есть модулем коэффициента их взаимной корреляции. Поэтому близость вектора Fk, ортогонального предыдущим 

 векторам, к совокупности исходных признаков 

 можно также оценить величиной вклада

 

.

Поставим, как и раньше, задачу последовательного выделения общих факторов, каждый из которых максимизирует свой вклад Wk в суммарную общность признаков.

Пусть, как и раньше, факторы упорядочены по своим вкладам 

. Найдем фактор  F1  из условия максимума вклада W1 ,  решив  задачу  на условный экстремум вида



 при ограничениях 

. 

Так как 



,

то получим задачу



 EMBED Equation.2  
 при ограничениях 

. 

Составим функцию Лагранжа



,

где вектор 

 должен удовлетворять системе уравнений



.

Обозначим 

 и получим систему уравнений

(3.1)


.

Найдем 

. Для этого транспонируем,  умножим справа на F1 и получим



 и 

.

Отсюда 

, что означает максимум вклада W1 , достигнутый при  максимизации величины 

.

Снова рассмотрим уравнение (3.1) и, возведя его в квадрат, получим



.

Преобразуем и получим  

, откуда 

(3.2)


.

Следовательно, максимизация 

 означает максимизацию квадратичной формы 

, где 

 - вектор коэффициентов, принимающих значения +1 и -1.

Рассмотрим алгоритм определения вектора знаков 

, доставляющего максимум квадратичной форме 

. Пусть задан некоторый начальный произвольный вектор знаков 

. Пусть признаки перебираются циклически по одному и пусть проведено s циклов просмотра и построен вектор 

. На 

 цикле все компоненты вектора  

 перестраиваются по формуле 

, где 

 - элемент редуцированной корреляционной матрицы 

, стоящий на пересечении i строки и j столбца. Алгоритм прекращает работу, когда 

, то есть, когда ни одна компонента 

 не изменила своего знака. Сразу отметим, что, в отличие от метода главных факторов, данный алгоритм обеспечивает лишь локальный максимум квадратичной формы 

. Но его достоинство состоит в том, что он чрезвычайно прост.

Для обоснования правила пересчета вектора знаков  

 найдем из (3.1) искомый фактор 

 и подставим сюда выражение для 

 из выражения (3.2): 

(3.3)


. 

Так как 

, то вычислим ковариацию фактора F1 с вычисленным признаком Yj и получим 

.  Так как 

, то 






,

что дает выражение для алгоритма поиска максимума формы 

.

Вектор факторных нагрузок первого выделенного  фактора F1 на исходные признаки 

 определяется, как известно, как вектор корреляций исходных признаков с фактором 

. Так как 

, то факторные нагрузки определим как



, где 

.

Тогда, с учетом (3.1), (3.2) и 

, получим






.

Следовательно, факторные нагрузки первого фактора есть



.

Формально оценку значений фактора F1 можно получить из выражения (3.3). Но, так как вычисленные векторы Yj неизвестны, то, сделав некорректное предположение 

, можно приближенно оценить фактор:



, где 

.

Вектору F1 можно придать следующий геометрический смысл. Вектор F1  является линейной комбинацией векторов признаков со знаками. Если 

, то вектор Xj  надо оставить без изменения. Если 

, то вектор Xj  надо заменить на противоположный такой же длины. Затем все векторы признаков сложить, а в качестве фактора F1 взять вектор длины 

, совпадающий по направлению с этой суммой. Такой вектор является вектором центра тяжести концов суммируемых векторов признаков. Поэтому такой фактор и называется центроидным.

После нахождения вектора a1 факторных нагрузок фактора F1 строится матрица остатков 

 и для нее аналогично находится фактор F2 из условия максимизации его вклада W2 и так далее. Вычисления заканчиваются после того, как было получено m факторов.

7.  Многомерное шкалирование

Многомерное шкалирование (МШ)— это метод, развитый в науках о поведении и социологии с целью изучения объектов и индивидов. Оно применялось для исследования социальной структуры организа​ции, семантической структуры слов, логической структуры служебных обязанностей. МШ оказалось полезным во многих областях, в том числе в антропологии, педагогике, географии, истории, психологии, социо​логии, науках о поведении, исследованиях маркетинга. Как фактор​ный и кластерный анализ, МШ используется для описания структуры. Исходные предположения многомерного шкалирования отличаются от исходных предположений факторного и кластерного анализа, поэтому многомерное шкалирование обычно позволяет получить описания, ко​торые отличаются от описаний, полученных с помощью методов фак​торного и кластерного анализа. Кроме того, МШ применимо к данным, для которых непригодно большинство обычных методов факторизации. 

Основной тип данных в МШ — меры близости между двумя объекта​ми. Мера близости — это величина, определенная на паре объектов и измеряющая, насколько эти два объекта похожи. Часто встречают​ся такие меры близости, как коэффициенты корреляции и совмест​ные вероятности. Обозначим меру близости пары стимулов (i, j) символом 
[image: image847.wmf]ij

d

. Если мера близости такова, что самые большие значе​ния 
[image: image848.wmf]ij

d

 соответствуют парам наиболее похожих объектов, то 
[image: image849.wmf]ij

d

 — мера сходства. Если же мера близости такова, что самые большие значения 
[image: image850.wmf]ij

d

 соответствуют парам наименее похожих объектов, то 
[image: image851.wmf]ij

d

— мера различия. 
В [Carrol and Arabie, 1980, p. 608] приведены два определения МШ. Согласно наиболее полному из них под МШ понимается «семейство геометрических моделей для многомерного представления данных и со​ответствующий набор методов для подгонки таких моделей к реаль​ным данным». Под столь широкое определение подходит большинство методов многомерной статистики, в том числе факторный и кластер​ный анализ. Мы будем трактовать МШ значительно уже — как набор многомерных статистических методов, предназначенных для определения соответствия данных о близости различным дистан​ционным пространственным моделям и для оценки параметров этих моделей.

7.1. Дистанционная модель для различий

В приведенном выше определении выражение «дистанционная про​странственная модель» является намеком на рассматриваемую в [Ri​chardson, 1938] аналогию между понятием сходства в психологии и понятием расстояния в геометрии. Строго говоря, аналогия включает не понятие сходства в психологии, а понятие различия. Параллели между различием и расстоянием просматриваются в аксиомах расстоя​ния. Для того чтобы функция, определенная на парах объектов (а, b), была евклидовым расстоянием, она должна удовлетворять следующим четырем аксиомам:
d(a, b)>0,                                     (1.1)
d(a,a) = 0,                                    (1.2)
d(a,b)=d(b,a),                              (1.3)
d(a,b)+d(b,c)>=d(a,c).                (1.4)
В применении к понятию различия первая аксиома означает, что или два объекта идентичны друг другу и их различие равно 0, или они в чем-то отличны друг от друга и их различие больше 0. Вторая аксио​ма означает, что объект идентичен сам себе. В соответствии с третьей аксиомой объект a так же отличается от объекта b, как объект b отли​чается   от   объекта   a.
Хотя выполнение первых трех аксиом интуитивно кажется вполне возможным, никакие качества различия не дают возможности предпо​ложить, будет или не будет выполняться четвертая аксиома, называе​мая аксиомой треугольника (неравенством треугольника). Однако в со​циологии и науках о поведении выполнение трех аксиом из четырех уже неплохо, так что аналогия между различием в психологии и рас​стоянием в геометрии есть.
Более формально дистанционную модель для различий можно опи​сать следующим образом. Пусть 
[image: image852.wmf]ij

d

 — мера различия между объекта​ми i и j. Объектами могут быть автомобили, места работы, кандидаты на должности. Согласно модели меры различия функционально связа​ны с К признаками объектов. Если объекты — автомобили, то призна​ками могут быть, например, цена, расход бензина на милю, спортив​ность автомобиля. Если объекты — места работы, то признаками мо​гут служить престижность, заработная плата, условия труда. Пусть 
[image: image853.wmf]ik

x

и 
[image: image854.wmf]jk

x

 — значения признака k у объектов i и j соответственно. На​пример, если объекты — автомобили, а признак — расход бензина, то 
[image: image855.wmf]ik

x

 и 
[image: image856.wmf]jk

x

 будут означать расход бензина этих автомобилей. Или если объекты — места работы, а признак k — престижность, то 
[image: image857.wmf]ik

x

  и 
[image: image858.wmf]jk

x

 — престижность работы i и j соответственно.
Согласно обычной формуле евклидова  расстояния   меры   разли​чия связаны  со  значениями  признаков  следующей функцией:
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 обозначает данные, величину, полученную для пары объек​тов (i, j) эмпирически, путем наблюдения. С другой стороны, 
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, 
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 и 
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 — теоретические величины в статистической модели для данных о различии. Эти теоретические величины непосредственно не наблю​даемы и могут быть оценены по данным.
М. Ричардсон [Richardson, 1938] предложил начать с субъектив​ных суждений о различиях объектов в парах и получить признаки, на которых эти суждения основаны, а также значения стимулов по этим признакам. Он ввел задачу статистической оценки, откуда и по​явилось многомерное шкалирование, — задачу оценки координат сти​мулов 
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 и 
[image: image865.wmf]jk

x

  по мерам  различий.
Известны применения МШ в акустике, антропологии, педагогике , географии , истории, исследованиях маркетинга, психологии, социологии 

7.2. Модель Торгерсона
В модели Торгерсона предполагается, что оценки различий равны расстояниям в многомерном евклидовом пространстве. Пусть снова (ij — мера различия между объектами i и j. Под xik и xjk (i = 1, ..., I; j = 1, ..., J;I = J; к = 1, ..., К) будем понимать координаты сти​мулов i и j по оси k. Отметим, что число строк I в матрице различий равно числу столбцов J, так как строки и столбцы соответствуют од​ним и тем же стимулам. Основное предположение Торгерсона сле​дующее:
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Без   потери   общности   можно  предположить, что  среднее значение координат   стимулов  по каждой оси  равно нулю:
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Торгерсон начал с построения матрицы 
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 с двойным центрированием, элементы 
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 которой   посчитаны   непосредственно по  матрице данных.   Матрица с двойным центрированием —это матрица, у кото​рой среднее значение элементов каждой строки и  каждого столбца равно 0,0. Каждый элемент новой матрицы получается следующим образом:
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Здесь     
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 определены так:
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 EMBED Equation.3  [image: image875.wmf]
Торгерсон показал, что если данные удовлетворяют (1.1), то каждый элемент новой матрицы 
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 будет иметь вид:
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 Формула (1.5) — это основная  теорема,  на которой построен  алгоритм  Торгерсона. Матрица 
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 часто называется матрицей скалярных произведений. Из формулы (1.5) видно, что каждый из ее элементов — сумма произведений скаляров xik  и xjk. Уравнение (1.5) можно записать в матричном   виде:
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где   X — (I * K)-матрица  координат стимулов. Найти матрицу X, удовлетворяющую (1.6), можно (если она существует) с помощью программы факторного ана​лиза методом главных компонент. 
7.2.1.Поворот

Матрица X, построенная с помощью метода главных компонент, является одним из решений уравнения (1.6). Чтобы понять, почему это решение не единственно, представьте себе матрицу ортогонального преобразования Т размером (К*К). Если X удовлетворяет (1.6), то любая матрица X* = XT тоже удовлетворяет (1.6), т. е. если
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Так как  Т — ортогональная матрица,  ТТ' = I. Отсюда
                                                 
[image: image882.wmf](

)

(

)

'

'

*

*

T

C

T

C

C

C

=

       (1.9)
(XT)' в (1.1) равно Т'Х'.  Подставляя этот результат   в  (1.9),   получим 
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Как показывает доказательство в (1.10), если X — решение (1.6), то и х* —тоже решение (1.6). Если есть различные повороты X, кото​рые могут воспроизвести (* одинаково хорошо, то какой поворот следует  предпочесть?
Если размерность К не превышает двух, то в приложениях типа «сжатие данных» и «верификация конфигурации» этот вопрос является спорным. При таком небольшом числе координатных осей важные особенности конфигурации будут видны просто при ее рассмотрении, независимо от поворота. Однако в координатных приложениях этот вопрос бесспорный. Если координатные оси не повернуты соответст​вующим образом, то координаты не будут совпадать с существенными характеристиками стимулов, и интерпретировать координатные оси будет трудно. Фраза «существенные характеристики стимулов» объяс​нена   ниже.

7.2.2 Объективные повороты

Под объективным поворотом понимается математический алгоритм для нахождения интерпретируемого поворота конфигурации. Так как объективные вращения предназначены преимущественно для исполь​зования в факторном анализе и только иногда применяются в много​мерном шкалировании, они будут здесь лишь упомянуты. Наиболее доступные объективные повороты предназначены для поворота получен​ной в результате факторного анализа конфигурации тестов так, что​бы повернутая конфигурация удовлетворяла, насколько это возмож​но, критерию простой структуры [Thurstone, 1947; Tucker, 1967]. Упрощенно говоря, решение задачи многомерного шкалирования удовлетворяет критерию простой структуры, если каждый из стимулов име​ет ненулевое шкальное значение по одной характеристике стимулов или, в крайнем случае, по небольшому числу этих характеристик. По​добные повороты редко используются в многомерном шкалировании, так как, насколько известно, нет никаких причин верить, что встречающиеся на практике стимулы удовлетворяют этому критерию. Нет никаких оснований и верить в то, что поворот по такому критерию приведет к более интер​претируемому решению. В некоторых приложениях хорошо интерпретируемое решение может дать объек​тивный поворот к такой простой структуре, как варимакс [Raiser, 1958] или эквимакс [Saunders, 1960]. Исследователь не должен, однако, предпола​гать, что объективный ал​горитм вращения автома​тически приводит к наибо​лее интерпретируемому из возможных   решении.
7.2.3.Ручные повороты

Объективные повороты выполняются на ЭВМ. Ручные повороты выполняются людьми. Ручные повороты — это повороты, выполнен​ные исследователем и выбранные на основе зрительного осмотра неповернутой конфигурации. На практике иногда можно, посмотрев на конфигурацию,  увидеть, какой  поворот  решения дадут интерпретируемые координатные оси.

В координатных приложениях поиск интерпретируемого поворота — важный шаг в процессе многомерного шкалирования. Возможны раз​личные подходы. Если первоначальное решение интерпретируемо, то исследователю вообще не нужен поворот. Если неповернутое решение плохо интерпретируется, то можно попробовать такой объективный поворот, как варимакс [Kaiser, 1958] или эквимакс [Saunders, 1960]. Если ни неповернутое решение, ни объективно повернутое не приво​дят к интерпретируемым координатам, то исследователь может попы​таться использовать ручной поворот.
7.2.4.Размерность

До этого момента обсуждение метода Торгерсона проходило так, как если бы число координатных осей К было известно. Однако на практике оно не известно и должно быть оценено при анализе. Приме​няя большинство методов многомерного шкалирования, пользователь должен получить решения в различных размерностях и выбрать одно из них, руководствуясь тремя критериями: интерпретируемостью, со​ответствием конфигурации данным и воспроизводимостью. Алгоритм Торгерсона минимизирует следующую меру в соответствии:
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где 
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 — оценки координат стимулов i и j по оси k, т. е. сумму квадратов   разностей   между   предсказанными   скалярными   произведениями 
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 и    реальными   скалярными   произведениями 
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Метод Торгерсона — один из методов, для которых мера соответствия не играет почти никакой роли в решении вопроса о том, сколько координатных осей требуется для адекватного воспроизведения данных. Однако существует набор собст​венных значений (называемых также характеристическими корнями), которые действительно играют роль в решении вопроса о размерности. Каждое собственное значение связано с одной координатной осью ре​шения. Для   наших целей  собственное значение, связанное  с  данной координатной осью, — просто   сумма   квадратов   шкальных значений стимулов по этой оси, т. е. если 
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 — оцененное  шкальное значение стимула   i  по оси  k,  то k-e  собственное значение равно:
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Воспроизводимость может служить критерием только в том слу​чае, если есть не менее двух подвыборок. Основная идея в том, что следует сохранить в окончательном решении столько координатных осей, сколько из них окажутся согласованными в различных подвыборках. Если построить для каждой подвыборки свое решение и во всех подвыборках окажутся К согласованных координат, то окончательное решение должно содержать именно К  координатных осей. Все подвыборки должны быть взяты из одной совокупности.
Интерпретируемость как критерий требует от исследователя неко​торых субъективных оценок. Однако при этом решение в более высо​кой размерности предпочитается решению в более низкой размерно​сти, если существуют важные характеристики стимулов, проявляю​щиеся в решении более высокой размерности, но не проявляющиеся в решении более низкой размерности. И наоборот, решение в более низкой размерности предпочитается, если нет таких существенных ха​рактеристик стимулов, которые не проявляются в решении низкой размерности.

7.2.5.Интерпретация

Интерпретируемость обсуждалась выше, когда речь шла о выборе размерности. Однако нужно сделать еще несколько замечаний об ин​терпретации решений. В частности, следует объяснить фразу «суще​ственные характеристики стимулов», употреблявшуюся ранее. Такие характеристики - это обычно упорядочения или группировки сти​мулов.
Существенно важная группа стимулов — это набор стимулов, группирующихся вместе, в одной области многомерного пространства решения, и обладающих каким-либо общим признаком. Например, в ис​следовании профессий торговые профессии могут располагаться вместе, образуя разумную группировку. При исследовании популярных жур​налов могут группироваться вместе журналы для женщин (МС, До​машний журнал для леди, Вог и др.). Существенное упорядочение стимулов — это упорядочение, соот​ветствующее порядку стимулов по их важной характеристике.

Интерпретация решения включает идентификацию важных группи​ровок и упорядочений стимулов. Для группировок нужно идентифици​ровать те черты, которые являются общими для всех объектов каждого кластера. Для упорядочений нужно идентифицировать соответствую​щие им признаки. Один из способов интерпретации решения — простое рассмотрение конфигурации. 

7.3. Выводы
Торгерсон [Torgerson, 1952] предположил, что различия равны расстояниям в евклидовом пространстве. Из этого предположения он вывел один из первых алгоритмов многомерного шкалирования. Ис​пользуя данные, удовлетворяющие метрическому предположению Торгерсона, можно найти координатные оси, применив к матрице ска​лярных произведений (* метод главных компонент.
Вопрос о числе координатных осей исследуется путем рассмотре​ния воспроизводимости осей в нескольких подвыборках, интерпре​тируемости решения в различных размерностях и анализа графика за​висимости собственных значений от номеров осей. Решение (конфигу​рация) может остаться неповернутым, может быть повернуто вруч​ную или с помощью какого-либо объективного алгоритма, такого, как варимакс [Kaiser, 1958] или эквимакс [Saunders, 1960]. Из этих трех способов поворота предпочтительнее тот, который дает наиболее ин​терпретируемые направления. Интерпретация решения включает идентификацию группировок стимулов или упорядочений стимулов, соответствующих  их существенным  характеристикам.
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