
3.4 Исчерпывающий перебор 161 

себя транспортным чиновником, которому надо перевезти максимально ценный 
груз, не превышающий определенного веса. На рис. 3.8а приведен небольшой 
экземпляр задачи о рюкзаке. 

Исчерпывающий перебор в этой задаче приводит к рассмотрению всех под
множеств данного множества из п предметов, вычислению общего веса каждого 
из них для того, чтобы выяснить, допустим ли такой набор предметов (т.е. не 
превосходит ли его общий вес возможности рюкзака), и выбору из допустимых 
подмножества с максимальным весом. В качестве примера решение экземпля
ра задачи, представленного на рис. 3.8а, показано на рис. 3.86. Поскольку общее 
количество подмножеств п-элементного множества равно 2n, исчерпывающий пе
ребор приводит к алгоритму со временем работы r2 (2n ), вне зависимости от того, 
насколько эффективным методом генерируются рассматриваемые подмножества. 

Таким образом, применение метода исчерпывающего перебора к задачам ком
мивояжера и о рюкзаке приводит к исключительно неэффективным алгоритмам 
для любых входных данных. На самом деле эти две задачи представляют собой 

наиболее известные примеры так назьmаемых NР-сложных задач (N P-hard prob
lems). Ни для одной из N Р-сложных задач не известен алгоритм, решающий их за 
полиномиальное время. Более того, большинство ученых-кибернетиков сходятся 

Задача о рюкзаке 
Вот еще одна известная алгоритмическая задача. Дано п предметов весом 

w1, ... , Wn и ценой v1, ... , vn, а также рюкзак, выдерживающий вес W. Требуется 
найти подмножество предметов, которое можно разместить в рюкзаке, и которое 
имеет при этом максимальную стоимость. Если вам не нравится представлять себя 
вором, пытающимся запихнуть в свой рюкзак самые ценные вещи, представьте 
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этих (и подобных) задач за время, меньшее экспоненциального. Можно также 
воспользоваться одним из приближенных алгоритмов, подобных рассмотренным 
в разделе 11.3. 
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8.4 Задача о рюкзаке и функции 

с запоминанием 

Этот раздел мы начнем с разработки алгоритма динамического программи
рования для решения задачи о рюкзаке: даны п предметов с известными весами 
w1, ... , Wn и стоимостями v1, ... , Vn и рюкзак вместимостью W. Требуется найти 
наиболее ценное подмножество предметов, помещающееся в рюкзаке. (Эта задача 
упоминалась в разделе 3.4, где мы рассматривали ее решение методом исчерпыва
ющего перебора.) Здесь мы считаем, что все веса и емкость рюкзака представляют 
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лее, так как V [2, 3] -=f- V [1, 3], предмет 2 также является частью оптимального 
выбора, после чего элемент V [1, 3 - 1] остается в качестве определения остав
шейся части подмножества. Аналогично, так как V [1, 2] -=f- V [О, 2], делаем вывод, 
что предмет 1 является последней частью оптимального решения, которое пред

ставляет собой множество {Предмет 1, Предмет 2, Предмет 4}. ■

Как временная, так и пространственная эффективность данного алгоритма 
равна 0 (nW). Время, требующееся для поиска состава оптимального подмноже

ства, равно 0 ( п + W). Эти утверждения читателю предлагается доказать само
смощи рекурсивного вызова, и полученный результат записывается в таблице. 
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Задача о рюкзаке 
Давайте применим метод ветвей и границ к решению задачи о рюкзаке. 

С этой задачей мы также познакомились в разделе 3.4: дано п предметов с ве

сами w1, ... , Wn и ценами vi, ... , Vn, а также рюкзак, выдерживающий вес W. 

Требуется найти подмножество предметов, которое можно разместить в рюкзаке 
и которое имеет при этом максимальную цену. Оказывается удобным 
упорядочить предметы в убывающем порядке по их удельной цене ( отношению 
цены к весу), с разрешением неоднозначностей произвольным образом: 

Естественной структурой дерева пространства состояний для данной задачи 

является бинарное дерево, построенное следующим образом (рис. 11.8). Каждый 
узел на уровне О ::;; i � п представляет все подмножества из п элементов, кото
рые включают определенный выбор из первых i упорядоченных элементов. Этот 
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ла 8, так как значения верхних границ рассматриваемых узлов меньше стоимости 
подмножества в узле 5, равной 65. 
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Приближенные алгоритмы для задачи о рюкзаке 
Еще одна широко известная N Р-сложная задача -задача о рюкзаке, с которой 

мы познакомились в разделе 3.4. Дано п предметов с весами w1, ... , Wn и ценами 
v1, ... , Vn, а также рюкзак, выдерживающий вес W. Наша задача-найти подмно
жество предметов, которое можно разместить в рюкзаке и которое имеет при этом 
максимальную цену. Мы видели, как можно решить эту задачу методом исчер
пывающего перебора (раздел 3.4), динамического программирования (раздел 8.4) 
и ветвей и границ (раздел 11.2). Теперь мы будем решать эту задачу при помощи 
приближенных алгоритмов. 

ЖАДНЫЕ АЛГОРИТМЫ ДЛЯ ЗАДАЧИ О РЮКЗАКЕ 

Можно рассмотреть несколько жадных подходов к данной задаче. Один из них 
состоит в выборе предметов в убывающем порядке по их весам; беда в том, что 
более тяжелые предметы могут не быть наиболее ценными в множестве. Другой 
вариант состоит в выборе предметов в порядке уменьшения их стоимости, од
нако он не гарантирует эффективное использование емкости рюкзака. Можно ли 
найти жадную стратегию, которая бы принимала во внимание как вес, так и сто
имость предметов? Да, можно: вычисляя удельную стоимость предметов vi/wi, 
i = 1, 2, ... , п и выбирая предметы в порядке уменьшения удельной стоимости 
(в действительности мы уже использовали этот подход при разработке алгоритма 
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Пример 4. Емкость рюкзака W > 2. 

Предмет Вес Стоимость 
Стоимость 

Вес 

2 

2 W W 

2 

Поскольку предметы уже расположены в требуемом порядке, алгоритм выби
рает первый из них и пропускает второй; общая стоимость подмножества равна 
при этом 2. Оптимальным же является выбор второго предмета стоимостью W. 

Следовательно, отношение точности r ( sa) этого приближенного решения равно 

W /2 - величине, не ограниченной сверху. ■

Этот алгоритм очень легко модифицировать, получив приближенный алгоритм 
с конечным коэффициентом производительности. Все, что для этого надо, - 
выбирать лучшее из двух решений: одно из них получается при помощи жадного 
алгоритма, а второе - из одного предмета наибольшей стоимости, который может 
поместиться в рюкзаке (заметим, что второй вариант в последнем примере оказы
вается лучше первого). Нетрудно доказать, что коэффициент производительности 
такого усовершенствованного жадного алгоритма равен 2. Таким образом, сто
имость оптимального подмножества s* не более чем в два раза больше стоимости 
подмножества sa, полученного при помощи усовершенствованного жадного алго

ритма, причем 2 - наименьший множитель, для которого можно сформулировать 
такое утверждение. 
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